PREPARATION DU CONTROLE DE SYNTHESE N°2

SOLUTIONS DES EXERCICES

LIMITES DE FONCTIONS EY ASYMPTOTES

1. ©

a) 2; AH=y=2 @ a) +o
b) -1; AH=y=-1 b) +
c) -3 c) -1
d) n’existe pas car dom f= ]—00,—2] U [O,+00[ \{2} d 3

e) n’existe pas car dom f= ]—00,—2] U [O,+00[ \{2} e) 3

) 1,5 ) 4
g) -®; AV=x=2 g) 2
h) +o; AV=x=2 h) 2

2. AV=x=-1 car lirnlf(x)=+00 et lirnlf(x)=—00.

AO=y=-x+3/2 car lim[f(x)—(—x+§)l=0.

3. a) domf=]-o,3]U {4}
b) Leréel 4 estadhérent a dom f car tout intervalle ouvert comprenant 4 comprend au
moins un réel de dom f* (en fait, dans ce cas-ci, un seul réel de dom f : 4 lui-méme !).
Leréel 3,01 n’est pas adhérent a dom f car il est possible de trouver un intervalle ouvert
comprenant 3,01 mais ne comprenant aucun réel de dom f.
Par exemple, ] 3,009 ; 3,011 [ .
c¢) Adh(domf)=[-o,3]U {4}
d) 1°/ n’existe pas car + n’adhére pasa domf  2°/ + 39/ 0 4° 443
3 . . 3
4. a) 5 ; « point rouge » de coordonnées (—4,—)
1 : , ( 1 )
b) —-—; «point rouge » de coordonnées |-1,——
18 18
c) -2; AH=y=-2
d) +o; AV=x=-3
e) 0; «point rouge » de coordonnées (0,0)
f) -4; AH=y=-4
g) - agaucheet + adroite; AV=x=7
h) comme dom f=]-o,5[, seule la limite a gauche existe et elle vaut - ; AV=x=5

5. domf=R\{0, %}

a)
b)

c)

« Point rouge » en (0,0) car lirr(}f(x) =0 ;

AV =x="% car lirll}zf(x)=—oo et lirll/lzf(x)=+oo;

AO=y=Yox+"%.
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6. AVi=x=-2/5 car lirgl/sf(x) =—o et AV,=x=2/5 car hrzr/lsf(x) - 4o

AH;=y=-3/2 car xlirgf(x)=—§ et AHy=y=3/2 car 1imf(x)=§.

X—>+% 2

7. a) AO;=y=-x+1 pour x tendant vers - o ,et AO,=y=x-1 pour x tendant vers + o
b)  f(00)=[x-1] =99 et f(-500)=[-x+1] __ =501

x=-5

8. AH=y=1 car lim f(x)=1 (cas « © - o » ; technique du bindme conjugué).

Diriviss
2
I a) feD=lim2rO*S 4
= x4+
Vvx+4-3 1
b '5)=lim—————=—;
) SO =lm T
1 1
3721
c ‘(D) =lim*=2—= - —— |
) (D)=l 1 2
2. Fonctions dérivées :
a) fl(x)= % d)  fl(x)=24-(6x+1)’
(1 - 4x)
16x+3 X
b =it O f=5cof )
2V8x” + 3x 3
¢)  flx)=—4-2x+1)"(4x-7) ) flo)=3 cos(3—x) - sin(3—x) 2. sin(3—x)
4 4 2 2
5 1 7 5
3. a) t=y=x-— b) t=y=—x+— c) t=y=-2x+—
) y 3 ) y=gx+s ) y 5
1 7 D . .
4, t=y-= Zx + 1 ; pour tracer ¢: (0, 7/4), (1,2) etbien sir (5,3) appartiennenta ¢ .
5. Le taux de variation moyen de f dans [1,7] est w = % . D’autre part, f'(x)= x; 3 .
Le théoréme de LAGRANGE assure 1’existence dans [1,7] d’un réel ¢ tel que f'(c) = ¢ ; 3 = % .
On trouve ¢ =4 . Ensuite, tracer la tangente & Gy en son point d’abscisse 4 (t=y= %x —% )

et vérifier qu’elle est bien paralléle a la droite reliant les points (1,2) et (7,5) .

Mathématique 5° (6h) - Réponses aux questions de préparation au CS n°2 (juin 2017) 2



fE)-fG3_ 1
-5-3 2

. Le théoréme de LAGRANGE assure 1’existence dans [-5,3] d’un

6. Le taux de variation moyen de f dans [-5,3] est

V6 -2x

réel ¢ tel que f'(c) = - =—%. On trouve c=1.

V6 -2¢

. . . . 1 5 .
Ensuite, tracer la tangente a G, en son point d’abscisse 1 ( t=y= —Ex + > ) et vérifier

D’autre part, f'(x)=

qu’elle est bien parallele a la droite reliant les points (-5,4) et (3,0) .

Racines approximatives de f'(x) (déterminées via GEOGEBRA) : -2.08 , 0.46 et 3.12.

X -2.08 0.46 3.12
f'(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) ) Min, - Max u Min, -
Min, (-2.08 ,-2.35 ) ; Max ( 0.46, 1.24 ) et Miny (3.12,-2.78) .
Concavités : f"(x)=x>-x-2;lesracinesde f"(x) sont -1 et 2.
X -1 2
f"(x) + 0 - 0 +
f(x) U PL, N PL U
Pl (-1,-%) et PL(2,-1).
8. Dérivée premicre :
duplication
fl(x)=2-cosx-2-sin2x = 2-cosx—2-2-sinx-cosx=2-cosx-(1-2-sinx).
Racines de f'(x) : COSX=0<=>X=§+/€JL’ ou sinx=%©(x =%+k2ﬂ)v(x=5?n+k2n) .
X 0 w/6 w/2 57/6 37/2 2
S|+ + 0 - 0 + 0 } 0 " n
f(x) ” ” Max; . Min; ” Max, N Min, ” ”

. ) . T . Sn
La fonction n’est pas strictement croissante dans [E,TL’] , car elle décroit dans [?,Jt] )

. . . 3
Par contre, elle est bien croissante dans 1’intervalle [7,24 .
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GEOMEYRIE ANALYTIQUE DE L' ESPACE

x-5 -5 =2
1. a) ABC=|y+1 2 0|=0<ABC=10x+23y+4z-27=0.
Z 1 5

b) Par exemple :

Xx=-5k+5 1 .o
— — - X+5z=
AB=AP=k-AB : AB=1 y=2k-1 : AB=2"2_Y*1__ o1 AB-=
‘ -5 2 y-2z=-1
Z=

2. Cherchons deux points de d. S’ils appartiennent aussia sz, c’estque d Cm .
Si x=1,ontrouve P(1,0,-1) Ed. On vérifieque PE x.
Si x=0, on trouve Q(0,-2,-4) € d , mais on vérifie que Q& n. Donc d ¢ .

xX-a -a -a
3. a) Premiére facon: ABC=| y b 0|=0< ABC =bcx + abz + acy —abc =0
Z 0 ¢

et il reste a diviser les deux membres par abc pour obtenir la formule.

Deuxiéme fagon : vérifier que les coordonnées de chaque point sont solutions de I’équation
proposée. Comme trois points non alignés déterminent un plan, cette équation est bien
celle du plan ABC.

b) ABC=2_2 1% 1o ABC=6x-10y+157-30=0.
5 3 2
) . . X ) x=5y+15=0
4. A partir des équations d=—==y-3=2z+1,on obtient par exemple d= .
5 x-10z-5=0

Les deux équations de ce systeme étant celles de deux plans qui se coupent en d , ces plans
contiennent forcément d .

b) Comme Ox = {y 0 les équations (3) et (2) donnent A=-1 et u=>5.
Z =

En remplacgant dans (1) , on obtient x=11,etdonc: 7 NOx = {(1 1,0,0)} .
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nl
c) Il fautun vecteur n|n,| simultanément orthogonal aux vecteurs directeurs u et v .

n,

Exprimons que les deux produits scalaires sont nuls et donnons ensuite une valeur a une des

inconnues :
n+5n,+n;,;=0
et par exemple n, =1.
2n,+n,=0
1
Celadonne n,=-2 et n,=9. Un vecteur normal de 7 est donc : n| -2
9

- . . -1
d) Comme dlm ,le vecteur n estaussiun vecteur directeurde d: d=x-2= —% L 5 6 .

6. Il s’agit de la distance entre Q et sa projection orthogonale / sur le plan o« (faites un p’tit
dessin !). Cherchons le point /, intersection entre le plan o et la droite d passant par Q et
perpendiculaire & o .

1 x=k+2
Le vecteur normal n.|-2| est aussi vecteur directeur de d , donc: d = y==-2k-7.
1 z=k

En résolvant le systéme formé par les équations paramétriques de d et 1’équation cartésienne

de o, ontrouve k= —% , ce qui nous donne I(l,—ﬂ,—é) .

33 3
Finalement : d(Q,a)=d(Q,])= % ~4,0825 .

7. L’équation de m peuts’écrire m, =2x-4y+z=0 (notez que ce plan comprend I’origine des
axes) ce qui facilite la comparaison avec m,=2x-4y+z-5=0.

2
a) Le vecteur n=|-4| étant normal aux deux plans, ils sont paralléles.
1

Comme les équations des plans ne sont pas équivalentes, ils sont disjoints.

b) Considérons une droite d passant par I’origine et perpendiculaire aux deux plans.
Nous pouvons donc prendre n comme vecteur directeur de d et écrire ses équations

x =2k
paramétriques : d=1y=-4k .
2=k
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Cela nous permet de calculer les points de percée de d dans m; et m : respectivement

1(0,0,0) (évidemment) et J(Q,—@,i) .
21 2121

21) \21) "\21 21

2 2 2
Dés lors, d(m,,7,)=d(IJ)= \/(E) +(20) +( 5 ) _ 5421 ~1,0911 .

8.

Vérifions I’orthogonalité de deux vecteurs directeurs respectifs :

1/2 4
val 2 [ovs| 1 |=242-4=0
2 -2

Les droites a et b sont orthogonales.

1
Le vecteur \7: 4 | estun vecteur directeur de ¢, et donc ausside p//c.

11

Comme P(-8,2,-12) € p,ona: p5x+8=)’;2=z-1-112 i

10.

x-6y+6=0

x+67-12=0"

En choisissant x =0, on obtient P(0,1,2), etavec y =0, on obtient (0(-6,0,3) .
6

Utilisant QP| 1 | comme vecteur directeur de d et le point P, nous trouvons des équations
-1

Cherchons d’abord deux points de d = {

x =06k
paramétriques de cette droite : d=q y=k+1 .
z=-k+2

En remplagcant x, y et z dans I’équation de s, nous trouvons k =2 . Remplagant cette
valeur dans les équations paramétriques de d , nous trouvons : dNux = {(12,3,0)} .

11.

-6 3
Le vecteur AB| 2 |=-2-|-1| est normal au plan médiateur w .
-4 2

Celui-ci comprenant le milieu M(5,1,0) du segment [4AB],ontrouve u=3x-y+2z-14=0.
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3 1
12. 1l s’agit de I’angle aigu entre leurs vecteurs normaux des deux plans : ;(; 1| et n|-4].
0 7

-1

mon, _
o | 1o -~Ves

Utilisons la formule connue : cosf = ~-0,0389 — 0 =92,23° .

L’angle aigu mesure donc 180° -0 =87,77° .

13. a) Ssx2—8x+1=6+y2+2y+1+z2+8=1=7©Ss(x—4)2+(y+1)2+z2=9.
Centre : C(4,—1,0). Rayon: r=3.

b) Ona xOy=z=0. Remplacant dans I’équation de S, nous trouvons (x - 4)2 +(y+ 1)2 =9.
La sphere coupe donc le plan xOy suivant un cercle de centre D(4,-1,0) et de rayon 3.

c) Ona yOz=x=0. Remplagant dans I’équation de S, nous trouvons (y + 1)2 +7°=-7.
Cette équation n’a pas de solution car le premier membre est positif et le second strictement
négatif. La sphére ne coupe donc pas le plan yOz .

x=20
14.2) {y=1 ou §={(20,.1.3)}.
z=3

b) Sil’on élimine deux fois I’inconnue x , on obtient deux équations d’inconnues y et z:

y-3z=9
2y -6z=18 "

Ces deux équations étant équivalentes, le systéme est indéterminé et il est équivalent a

x+y-z=5 ()
y=-3z=9 (2)
A
En posant x = A, et en soustrayant (2) de (1), on trouve 2z+ A=-4 etdonc z=-2- 5
. 3A
En remplacant z dans (2), on obtient y =3- 5
Finalement: S = {(1,3—%,—2 —%)} (AER). P

Les équations initiales du systéme correspondent a
des plans sécants deux a deux (en effet, aucune
équation n’ayant ses coefficients multiples de ceux
d’une autre, les plans ne peuvent étre parall¢les).
Comme le systeme admet une infinité de solutions,
cela signifie que les plans ont une infinité de points
communs, et donc une droite d’intersection
commune.
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c) Si 'on multiplie les deux membres de la troisieme équation par - 2 , on obtient
I’équation 4x+2y-6z=-2 qui est incompatible avec la premicre.

Le systéme est des lors impossible, il n’admet aucune solution.

D’un point de vue géométrique, cela signifie qu’il n’existe aucun point commun aux trois
plans. Plus précisément, la premicre équation et la troisieme sont celles de plans paralléles
et disjoints ( a et f), tandis que la deuxiéme est celle d’un plan 7 sécant aux deux autres.
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