ETUDE COMPLETE D’UNE FONCTION RATIONNELLE (2)

2
Etudier complétement la fonction f(x) =

a1 et réaliser une représentation graphique.

1. Domaine de définition : dom f =R car VxER :x*+1=0.

2. Limites et asymptotes
a) Etant donné que dom f =R , il n’y a pas d’asymptote verticale.
b) Afin de déterminer s’il y a une asymptote horizontale, cherchons la limite de f en +oo.

2 2
lim f(x)= lim ix = lim 4’62

X —>+0 X —>+0 x + 1 X —>+0 x

=4

Le graphique de f posséde une asymptote horizontale : AH=y=4 .

c) Iln’yapas d’asymptote oblique car il y a déja une asymptote horizontale.
En effet, une fonction rationnelle ne peut avoir simultanément une asymptote horizontale
et une asymptote oblique.

3. Dérivée premiére et variations de f

£ (4x2)’.(x2+1)—(4x2).(x2+1), 8x.(x2+1)—4x2.2x 8x
¥) = = =
(x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2

Etudions le signe de la dérivée premicre afin d’en déduire les variations de f.
La seule racine du numérateur est 0, tandis que le dénominateur n’a pas de racine.

X 0
8x - 0 +
(x2 + 1)2 + + +
[ - 0 +
Jf(x) N Min %
Coordonnées de Pextremum : Min (0,£(0)) =(0,0) .
La fonction f *  est strictement décroissante dans ] -0, 0 ]

e atteint un minimum en x =0
*  est strictement croissante dans [ 0, + o [
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4. Dérivée seconde et concavités du graphique de f

f"(x) = 8x ’= (8x)"(x2+1)2_(8x)'[(x2+1)2]l _ 8.(x2+1)2—8x.2.(x2+1)_2x
(xz + 1)2 (x2 + 1)4 (xz N 1)4

8(x2 + 1).[(x2 + 1) - 4x2] _ 8.(1 - 3x2)
(x2 +1)’ (x2 + 1)3

Etudions le signe de la dérivée seconde afin d’en déduire les concavités de Gy.

Les racines du numérateur sont —/1/3 et 4/1/3 .

X —/1/3 1/3
8.(1 - 3x2) - 0 + 0 -
(x2 + 1)3 + + + + +
f"(x) - 0 0 _
J(x) 77N Pl A PL, 7N

Coordonnées des points d’inflexion :
1 1 1 1 1 1
Pl | ==, fl=+l=||=]|—-4|=>1| et PL|.l=, —1l=]4l= 1] -

tourne sa concavité vers le bas dans ] - o, —\/1/—3 ]

* admet un point d’inflexion en x = —\/1/_3

*  tourne sa concavité vers le haut dans [ —\/1/—3 , \/1/_3 ]
* admet un point d’inflexion en x = \/1/_3

*  tourne sa concavité vers le bas dans [ \/1/_3 ,too[

Le graphique de f

5. Points supplémentaires
Racine de la fonction : x=0 .

Ordonnée a ’origine : f(0)=0 .

Cela ne nous apprend rien de plus. Calculons d’autre points : (:1, 2) et (12, ?) = (12, 3.2) .
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6. Représentation graphique

Tragons d’abord I’asymptote et plagons ensuite tous les points que nous avons trouvés.
Ensuite, en lisant simultanément le tableau des variations et celui des concavités, tracons le
graphique.

y —
4 AH=sy=4
° 3] o
° 2 °
Q 1. o
Q X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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