Solutions des exercices de predaration

an controle de synthese n°i

Classes de 6° - Mathématique 6h - B. Yandenbruaene

Coniques

(x+ 2)2

. C=x+4x+49)’-5=0=C=(x+2)+9y’=9«=C= 5

+y°=1.

a) Ellipse horizontale ;a=3;b=1;¢c= 2 \/5 .
Centre (-2,0) . Sommets : (-5,0), (1,0) et (-2,%1).

242
=

Foyers:(-2-2\/5 ,0) et (-2+2\/§ ,0). Excentricité : e=

b) Lespoints P, Q et R, S: (0,1%) et (—4,1—] .

c¢) Larésolution de 1’équation résolvante aux abscisses 37x” +184x+220=0 permet de
trouver les points [/ (—2.97, 0.95) et J (—2, - 1) .

d) Soit t=y=mx+ p comprenant A(1,3). Onadonc p=3-m.

On remplace y par mx +p dans I’équation de C ce qui méne a 1’équation suivante :
(14 9m*)x* + (18m+4)x+9p* =5 =0 .
Son discriminant doit étre nul : A =180m” +144mp -36p> +30=0 .

En y remplagant p par 3 - m, on obtient

648m - 288 =0 et donc m=g.

Une des tangentes est donc :

P S
1=Y 9 9

Elle touche C en T, (—25—2,2) .

L’autre tangente ne posséde pas une
équation du type y=mx+ p car elle est
verticale !

Onadonc 7,=x=1 avec T, (1,0).
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2. a) Laconique D=x’-y>=1 estune hyperbole horizontale centrée en (0,0).
On a les valeurs suivantes : a=1, b=1 et c= \/5 .
Sommets: (£1,0). Foyers: (i\/z ,0). Asymptotes: y=+x.

b) Les huit points sont (12, + \/3) et (14 ,* W/E) .

c) Lepoint T apour coordonnées (2, w/g) .

Les pentes respectives des rayons incident i et réfléchi » sont :

V3 3

~2,9568 et m =—"—_
2-42 2+42

~0,5073 .

m;, =

La fonction associée a la conique D en T est y=+/x>-1.

Lapentedelatangente # @ D en T est: m, =y'(2) = = 2 = N3
.X2 _1 x=2 3 3
Tangente de I’angle entre i et 7: tani = L ~0,408248 .
I+m,.m,
Tangente de I’angle entre 7 et ¢: tan7 = |—/— s ~0,408248 .
I+m, .m,

L’égalité des tangentes confirme la propriété optique de I’hyperbole : I’angle aigu entre i
et ¢ est égal a celui entre » et ¢ (22,2077 °).
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3. a) Equation focale : K=d(P,F) =§.d(P,d) .

b) d(P,F)=§.d(P,d)©1/x2+y2 =§.|y—l|

Apres €lévation au carré et quelques calculs (courage ...), on obtient

-3
2 y_)
K==\ S/ 4,

9/5  36/25

w
m<|
)

6
Il s’agit d’une hyperbole verticale centrée en (0,9/5) avec a=7 et b=

5
Sommets: (0,3/5) et (0,3).

Asymptotes : y = :%x +§ .

4. Ona e=£=0,95 et a+c=20 (UA).
a

La résolution de ce systéme donne a = 10,2564 (UA) et ¢=9,7436 (UA).
La distance au périhélie est donc : a - ¢ = 0,5128 (UA) .

5. a) L’équation de la conique est équivalente a (y - 2)2 =4 (x - 3) .
I1 s’agit donc d’une parabole horizontale ouverte a droite de sommet S(3,2) .
Foyer: F(4,2).

b) Les points sont (4,0), (4,4),(7,-2) et (7,6).

c) La fonction associée a la partie positive de la conique est: y(x)=2vVx-3+2.

1 1 1 5
t =y(7)==. Donc: t,=y-6=—(x-7)<y=—x+=.
et m,=y(7) : onc: t, =y 2(x ) y 2x 5

Ona y'(x)=

1
Vx -3
d) Lapentede d étant égale a -2, 1’équation de la tangenteest: ¢, =y=-2x+p .

On remplace y par -2x +p dans I’équation de E, ce qui donne I’équation suivante :

4x*+4(1-p)x+p’-4p+16=0.

15
Son discriminant doit étre nul : A=32p-240=0. D’ou p= 5 et h=y= -2x+ g .

~4(1- p)

L’abscisse du point de tangence T, est x;, = [ o

En remplagant cette valeur dans 1’équation de 7, , on trouve Yz, =1. Donc: ]}(% 1) .
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Vérifications graphiques pour 1’exercice n°5
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Fonctions logarithmes et exponentielles

1. Ona f(x)=a" et a‘3=g—471, On en déduit f(x)=(§) .

2. Ona f(x)=log,x et log,25=4 . Onendéduit f(x)=Ilog zx .

2.3

Xy 1
3. log, =2.log, x+3.log, y-—.log,z=8 .
\z 2

4. 1n[(2+\/§)(2—w/§)]=1n1=0.

5. a) x’-3x-10>0 et domf= ]-,-2[U]5,+0o[ .
b) |x-3x-10[>0<x*-3x-10%0 et domf= R\{-2,5} .
6. a) C.E.: -3<x<3. Solutions : x=i¥.
x x
b) C.E.: 0<x<3. L’équation s’écrit In =0= =1.
3-x 3-x
On trouve x = # . Seule la solution positive est acceptable : § = { %} .
1
. . e 1 . 2= 3oy
c) L’équation est équivalente a e = 3 Solution: x = 7 " .
d) L’équation est équivalentea 4% =4""" Donc:2-4x=-x-1l<x=1.
U . C(3Y _(3Y
e) L’inéquation est équivalente a 7 = 2
La fonction f(x)= (Z) étant strictement décroissante dans R: x<3. §= ] -0, 3] .
f) Lafonction f(x)=e" étant strictement croissante dansR: -x<In5 < x>-In5.

7. L’évolution de cette population est donnée par la formule P(n)=250.3" ,ou n est le nombre
de périodes de 40 minutes.

a)

b)

Aprés 1 heure : P(1,5) =250.3" =1299 microbes.
Aprés 2 heures : P(3)=250.3’ =6750 microbes.
Apreés 6 heures : P(9) =250.3° =4920750 microbes.

I1 faut résoudre 100000 =250.3" < 3" =400 .
Donc, n=log,400 =5,4537 ce qui correspond a environ 3 heures et 38 minutes.
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8. a) En2017: P(8)=15.1,025% ~18,28 millions d habitants.

b) Il faut résoudre I’équation 25=15.1,025" < 1,025" =% .

On trouve n = logmzs% ~20,69 . Le pays comptera 25 millions d’habitants en 2037.

9. L’évolution de la valeur de la voiture est donnée par la formule V(n)=12000.0,8" , ou n est
le nombre d’années.

a) Dans 5 ans: V(5)=12000.0,8" ~3932,16 euros.

b) Il faut résoudre I’équation 0,1=0,8" . On trouve n=1log,,0,1=10,32 années.

10. a) La décroissance est exponentielle car toutes les 5 minutes, la température est multipliée
par le facteur constant 0,8 .

b) L’évolution de la température est donnée par la formule 7(n)=60.0,8" ,ou n estle
nombre de périodes de 5 minutes.

Dans 23 minutes : 7(4,6) = 60.0,8*° = 21,50 (°C).

c) Il faut résoudre 1’équation 37=60.0,8" < 0,8" =0,6167 .

On trouve n=1log,,0,6167 =2,1664 périodes de 5 minutes.
Donc, dans 10,83 soit environ 11 minutes.

x-2
11. b) Il faut résoudre I’équation 2" = (i) <28 =27

4

On trouve x = % . Le point d’intersection est A(%, 23) ~(1.33,2.52) .

y g

6

5-

4-

3-

A

2-

1

_/
0 X,
-3 2 ) 0 1 2 3 4
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Nombre complexes

340 1 (3+i)2+i) 4-i 5+5i 4-i . 4-i 21 16,
+ = + = + =l+i+—=—+—1i
2—i 4+i 5 17 5 17 17 17 17

2. (1-2i) =-11+2i

3. On calcule d’abord le discriminant, ce qui donne : A =-5+12i .

Ensuite, on résout I’équation bindme z°=-5+12i , ce qui permet de trouver les racines
carréesde A: 2+3i et -2-3i .

_ L , 4-i=(2+3i)
Les solutions de I’équation sont données par x = —— .

Apres simplification, on obtient S = {3 +i,1- 2i} .

4. Méme démarche qu’au n°3 avec A =32-24i , dont les racines carrées sont 6 —2i et -6+ 2i .
6+2ix(6-2i)
4i '

Les solutions de I’équation sont données par x =

Apres simplification, on obtient S = {—31’ , 1} .

5. Le polyndme p(x)= ix’=3ix*+(2+3i)x-2-i s’annule pour x =1, il est donc divisible
par (x-1). Effectuant cette division par la méthode de HORNER ou d’EUCLIDE, on obtient :

p(x)=(x—1)(ix2—2ix+2+i).

Le trindme du second degré a pour discriminant A =-8i , dont les racines carrées sont 2 —2i
2i%(2-2i)

et —2+2i . Les racines de ce trindme sont données par : x = 5
i

Apres simplification, on obtient ’ensemble des trois solutions de 1’équation : § = { 1,-1,2+ i} .

6. Sachant que p(-3)=0,ontrouve k=12.
La division de p(x)=2x>+12x" + 47x + 87 par (x + 3) donne: p(x)=(x+ 3)(2x2 +6x + 29) )
Le trindme du second degré a pour discriminant A =-196 =196i> et on trouve facilement ses

racines : _E+_i et ————1i.

3 7 3 7
Final t: =2 (x+3). | x+———i|.|x+=+—10f.
inalement : p(x) (x )(x 2 21) (x 5 21)
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7. Utilisons les formes trigonométriques :

l«/i .ciS(‘Z)}lz 2% cis(-37) % 'cis(_ 9_;;) 1 Cis(_ %) _

el A3

8. 1l suffit d’effectuer (2 + i)4 et on trouve bien -7+ 241 .

9. Enposant z=p.cis6 ,’équation s’écrit : p*. cis40 = 16.cis§ .

Les solutions sont z, =2 .cis(% + k%) (kEZ).

axe imaginaire

z,=cis 112.5°__12]

Tl zy = cis 22.5°

2 axe réel

z,= cis 202.5°

= cis 292.5°

Z3

10. Les racines huitiemes de ’unité sont z, = cis(k%) (kEZ):

Zo=1,z =cis|—|, z,=cis|=|, zz=cis|—|,..., Z;=cis|—]|.
4 2 4 4
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