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Question 1 (ALG14-18)

Pour rŽaliser deux t‰ches de calcul, on dispose de deux ordinateurs
di!Žrents, dont on supposera les vitesses constantes mais pas nŽ-
cessairement identiques :v1 et v2 sont exprimŽes en pŽtaFLOP par
seconde, o• le FLOP Ð FLoating-point OPeration Ð est lÕunitŽ de
mesure de la quantitŽ de travail informatique et pŽta est un prŽÞxe
multiplicatif (1 pŽtaFLOP/s = 1015 opŽrations par seconde).
Lorsque le premier ordinateur rŽalise la premi•re t‰che et que le
second ordinateur rŽalise la seconde, ils utilisent chacun le m•me
temps. Par contre, pour rŽaliser lÕautre t‰che, ils mettent respecti-
vement 9 secondes et 4 secondes pour arriver au bout.
DŽterminez la taille des deux t‰ches (en pŽtaFLOP) en sachant que
la quantitŽ totale de travail est de 60 pŽtaFLOP. DŽterminez aussi
la vitesse de chacun des deux ordinateurs.

Question 2 (ANA14-03)

Rechercher lÕensemble des fonctionsf (x), dŽÞnies et dŽrivables sur
]0; +! [, vŽriÞant les deux conditions suivantes :

1. pour tout nombre rŽelx strictement positif,

xf !(x) " f (x) = x2e2x ,

2. pour tout nombre rŽelx strictement positif,

g(x) =
f (x)

x
,

si g(x) est une fonction dŽÞnie sur le m•me intervalle.

Page 1/3



Solutions

Question 1 (ALG14-18)

En notant x1 la taille de la premi•re t‰che etx2 la taille de la seconde, on a que

x1 + x2 = 60
x1

v1
"

x2

v2
= 0

x1

v2
= 9

x2

v1
= 4

En extrayant x2 = 60 " x1 de la premi•re Žquation, en exprimant les vitesses
ˆ partir des 2 derni•res expressions, et en injectant le tout dans la deuxi•me
Žquation, on obtient, apr•s mise au m•me dŽnominateur,

4.x2
1 " 9.(60 " x1)2 = 0

5.x2
1 " 2.9.60.x1 + 9 .602 = 0

Le rŽalisant de cette Žquation vaut

! = (2 .9.60)2 " 4.5.9.602

= 2 2.602.9.(9 " 5)

= 2 2.602.32.22

= (12 .60)2

et les racines

x1± =
2.9.60± 2.6.60

2.5
= (3 ± 2).36

La rŽsolution de cette Žquation donne deux valeurs pourx1, soit 180 (qui nÕest
pas compatible avec la quantitŽ totale) soit 36. En prenantx1 = 36 pŽtaFLOP,
on a que x2 = 24 pŽtaFLOP. On en dŽduit que v1 = 6pŽtaFLOP/s et v2 =
4pŽtaFLOP/s .
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Question 2 (ANA14-03)

La fonction g est dŽrivable sur]0, + ! [ en tant que quotient de fonctions dŽri-
vables sur]0, + ! [ dont le dŽnominateur ne sÕannule pas sur]0, + ! [.
De plus, pour x > 0,

g!(x) =
x áf !(x) " 1 áf (x)

x2 =
x2e2x

x2 = e2x . (1)

Par ailleurs, il existe un rŽelc tel que, pour tout rŽel x > 0,

g(x) =
1
2

e2x + c . (2)

On a donc

f (x) = g(x)x =
1
2

xe2x + cx . (3)

La premi•re condition reste bien vŽriÞŽe puisque :

xf !(x) " f (x) = x
!

1
2

e2x + xe2x + c
"

"
!

1
2

xe2x + cx
"

(4)

=
1
2

xe2x + x2e2x + cx "
1
2

xe2x + cx (5)

= e2x . (6)

Les fonctionsf vŽriÞant les deux conditions imposŽes sont les fonctions dŽÞnies
sur ]0, + ! [ par

f (x) =
1
2

xe2x + cx

o• c est un rŽel.
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Groupe A - Mercredi 2 juillet 2014
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Question 1 (ALG14-10)

RŽsoudre lÕinŽgalitŽ suivante :

logf (x) (3x − 1) + logg(x)

√
3x − 1 ≤ ln (mx + 1)

avecm un param•tre rŽel, et

f (x) = ex , g(x) = e
x

4x ! 2

Discutez en fonction dem.

Question 2 (ANA14-17)

DŽterminer la fonctionf (x) : R → R telle que
Ð f !(x) est un polyn™me de degrŽ 3
Ð f !(x) est une fonction impaire
Ð f !(x) admet une racine enx = 2
Ð f (

√
2) = −7 et f (4) = 133
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Solutions

Question 1 (ALG14-10)

Les conditions d’existence s’écrivent :

f (x) ∈ R+
0 \ {1} ⇒ x '= 0

g(x) ∈ R+
0 \ {1} ⇒ x

4x− 2
'= 0 ⇒ x '= 0

4x− 2 '= 0 ⇒ x '= 1
2

3x− 1 > 0 ⇒ x >
1
3

mx + 1 > 0 ⇒ x >
−1
m

Nous avons successivement :

ln (3x− 1)
ln ex +

ln (3x− 1)
1
2

ln e
x

4x ! 2
≤ ln (mx + 1)

1
x

ln (3x− 1) +
4x− 2

x
ln (3x− 1)

1
2 ≤ ln (mx + 1)

ln (3x− 1)
1
x + ln (3 x− 1)

1
2

4x ! 2
x ≤ ln (mx + 1)

ln
!
(3x− 1)

1
x (3x− 1)

1
2

4x ! 2
x

"
≤ ln (mx + 1)

ln (3x− 1)(
1
x + 1

2
4x ! 2

x ) ≤ ln (mx + 1)

ln (3x− 1)2 ≤ ln (mx + 1)

(3x− 1)2 ≤ mx + 1

9x2 + 1 − 6x ≤ mx + 1

9x2 − (m + 6) x ≤ 0

x (9x− (m + 6)) ≤ 0

Les racines de x (9x− (m + 6)) sont x = 0 et x = m +6
9 . Dès lors, les solutions

de x (9x− (m + 6)) ≤ 0 sont données par :

x ∈
#
0,

m + 6
9

$
si

m + 6
9

> 0 c.à.d. si m > −6

x ∈
#
m + 6

9
, 0

$
si

m + 6
9

< 0 c.à.d. si m < −6

x = 0 si m = −6

En tenant compte de la quatrième condition d’existence :

x ∈
$

1
3
,
m + 6

9

$
si

m + 6
9

>
1
3

c.à.d. si m > −3

En appliquant m > −3, la dernière condition d’existence, on trouve x > 1
3

et elle est donc respectée. Si m ≤ −3, l’inégalité ne possède pas de solution.
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Finalement, en prenant aussi en compte la troisième condition, on trouve :

x ∈
$

1
3
,

1
2

#
∪

$
1
2
,
m + 6

9

$
si m + 6

9
>

1
2

c.ˆ.d. si m >
−3
2

x ∈
$

1
3
,
m + 6

9

$
si m + 6

9
<

1
2

c.ˆ.d. si m <
−3
2

x ∈
$

1
3
,

1
2

#
si m + 6

9
=

1
2

c.ˆ.d. si m >
−3
2

En conclusion :

Si m ≤ −3, il n’y a pas de solution.
Si m > − 3

2 :

x ∈
$

1
3
,

1
2

#
∪

$
1
2
,
m + 6

9

$

Si −3 < m < − 3
2 :

x ∈
$

1
3
,
m + 6

9

$

Si m = − 3
2 :

x ∈
$

1
3
,

1
2

#
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Question 2 (ANA14-17)

On peut écrire f ! (x) sous la forme d’un produit de facteurs, en sachant que
l’imparité de f ! implique que 0 soit racine, et qu’il y ait symétrie pour les autres
racines x = 2 et x = −2 :

f ! (x) = a.x.(x− 2).(x + 2) = a.x.(x2 − 4) = a.(x3 − 4x)

où a ∈ R. Et donc

f (x) = a.

%
x4

4
− 4x2

2

&
+ c =

a

4
.x4 − 2a.x2 + c

On a ensuite

f (
√

2) =
a

4
.4− 2a.2 + c = c− 3a = −7

f (4) =
a

4
.256− 2a.16 + c = c + 32a = 133

On en déduit que 35a = 140 et donc a = 4 ; et puis, c = 5 .
Finalement,

f (x) = x4 − 8x2 + 5

Représentation de f (x) et de sa dérivée première.
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UMONS FacultŽ Polytechnique
Examen dÕadmission

Alg•bre - Analyse Ñ Groupe B2
Mardi 3 septembre 2013

Question 1 (ALG13-3)

Dans lÕensemble des nombres complexesC, montrer que

(1 + i )6 = ! 8i (1)

Tenant compte de la relation (1), dŽterminer une solution de lÕŽquation

z2 = ! 8i (2)

DŽmontrer que cette Žquation poss•de une autre solution ; Žcrire cette solution sous forme
algŽbrique.

DŽduire Žgalement de la relation (1) une solution de lÕŽquation

z3 = ! 8i (3)

Question 2 (ANA13-8)

Soit la courbeC du plan, dŽÞnie par la fonctiony = f (x) = 2 x ! ln( x)
x2 .

ConsidŽrons le domaineD situŽ entre la courbeC, son asymptote oblique et les droites
x = 1 et x = n (n entier positif non nul).

On demande :
Ð de calculer lÕaire du domaineD ;
Ð dÕŽvaluer la valeur limite de lÕaire quandn tend vers lÕinÞni.



UMONS FacultŽ Polytechnique
Examen dÕadmission

Alg•bre - Analyse Ñ Groupe A2
Vendredi 6 juillet 2013

Question 1 (ALG13-17)

Pour dessiner une route agrŽable ˆ la conduite, on souhaite utiliser 2 paraboles, en veillant
ˆ ce quÕelles se raccordent proprement1. Donner les expressions de ces 2 paraboles, en
sachant que la premi•re parabole poss•de deux zŽros distincts : lÕun enx = 1 et lÕautre
en x = 3 ; que la seconde parabole poss•de un sommet enx = ! 3, y = 9 ; et que les deux
paraboles se coupent sur lÕaxe vertical et, en cet endroit, poss•dent la m•me pente.

Question 2 ANA13-17

Je dŽsire construire un abri de jardin dont la surface au sol soit un trap•ze isoc•le ABCD.
Comme je dispose de planches de bois de 4m de longueur, je dŽcide que le trap•ze aura
trois c™tŽs de 4m ; la grande base AD du trap•ze sera plus grande. Je voudrais que mon
abri de jardin ait une surface au sol la plus grande possible. Pouvez-vous mÕaider ?

Demandes :

1. reprŽsenter graphiquement le trap•ze ABCD en tenant compte des dimensions ÞxŽes ;

2. dŽterminer lÕangle! = !BAD formŽ par la grande base et un des c™tŽs du trap•ze
de fa•on que la surface au sol de lÕabri soit maximale.

1. Dans la pratique autorouti•re, on utilise plut™t des tron•ons du 3e degrŽ, en imposant la continuitŽ
jusquÕˆ lÕordre 2.



UMONS FacultŽ Polytechnique
Examen dÕadmission

Session de Juillet 2013
Alg•bre - Analyse

1



Alg•bre - Analyse Groupe A Mardi 2 juillet 2013

Question ALG13-1

RŽsoudre dansR lÕinŽquation suivante :
!

x2 + 6x + 8 <
!

x2 + 6x + 11 " 1

Solution question ALG13-1

Conditions dÕexistence

x2 + 6x + 8 # 0

Le discriminant vaut 4 et les racines sont" 4 et " 2. La condition dÕexistence sÕŽcrit
x /$ ] " 4, " 2[.

Si x /$] " 4, " 2[, la fonction x2 + 6x + 11 est positive (fonction prŽcŽdente +3). D•s lors,
la condition dÕexistence globale sÕŽcrit :

x /$] " 4, " 2[

RŽsolution

!
x2 + 6x + 8 + 1 <

!
x2 + 6x + 11

x2 + 6x + 8 + 1 + 2
!

x2 + 6x + 8 < x 2 + 6x + 11

2
!

x2 + 6x + 8 < 2
!

x2 + 6x + 8 < 1

x2 + 6x + 8 < 1

x2 + 6x + 7 < 0

Le discriminant vaut 8 et les racines sont" 3 "
!

2 et " 3 +
!

2. La solution sÕŽcrit donc :

x $] " 3 "
!

2, " 3 +
!

2[

En tenant compte des conditions dÕexistence :

x $] " 3 "
!

2, " 4] %[" 2, " 3 +
!

2[

2



Question ANA13-10

ConsidŽrons une fonction parabolique dont le coe!cient multipliant x2 est une fonction
linŽaire du tempst. La parabole est donnŽe par la fonctionp(x) = tx 2. ConsidŽrons
Žgalement une droited(x) passant par le centre du rep•re et dont lÕangle! (voir la Þgure
ci-dessous) est aussi une fonction linŽaire du temps :! = t. Soit S1, la surface dŽlimitŽe
par p(x) et d(x). On demande de dŽterminer lÕŽvolution au cours du temps du rapport
entre S1 et la surface du triangle ABC (voir Þgure).

0

0

x

y

A B

C

p(x)

d(x)
S

1

!

Solution question ANA13-10

Les fonctions sÕŽcrivent :

p(x) = tx 2

d(x) = tan( t)x

Soit (xi , yi ) les coordonnŽes du point dÕintersection C. En Žcrivant quep(xi ) = d(xi ) et
en ne considŽrant pas la solutionxi = 0, on obtient :

xi =
tan(t)

t

D•s lors :

yi = d(xi ) =
tan2(t)

t
La surface du trangle ABC sÕŽcrit alors :

SABC (t) =
xi yi

2
=

1
2

tan3(t)
t2

3



La surfaceS1(t) est donnŽe par :

S1(t) =
∫ x i

0
[d(x) " p(x)] dx

= tan( t)
[

x2

2

]

tan( t )
t

0

" t
[

x3

3

]

tan( t )
t

0

=
tan(t)

2

(

tan(t)
t

)2

"
t
3

(

tan(t)
t

)3

=
1
6

tan3(t)
t2

Le rapport S1(t)
SABC (t) sÕŽcrit Þnalement :

S1(t)
SABC (t)

=
1/ 6
1/ 2

=
1
3

Il sÕagit donc dÕune constante.
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Alg•bre - Analyse Groupe B Mercredi 3 juillet 2013

Question ALG13.6

La droite d1 dÕŽquationx " 2y + 10 = 0 rencontre le cercle dÕŽquationx2 + y2 = 100 au
point B dans le premier quadrant. Une droite passant parB , perpendiculaire ˆ la droite
d1 coupe lÕaxe desy au point P de coordonnŽes(0, t). DŽterminer la valeur det.

Solution Question ALG13.6

x " 2y + 10 = 0

x2 + y2 = 100

On arrive ˆ une solution pour le point B en tirant x de la premi•re Žquation et en
substituant dans la seconde :

(2y " 10)2 + y2 = 100

Apr•s dŽveloppement, on obtient :

5y2 " 40y = 100

y(5y " 40) = 0

On a
Ð soity = 0 et x = " 10 qui nÕest pas dans le premier quadrant
Ð soity = 8 et x = 6, qui correspond au pointB .

On obtient ainsi queB a pour coordonnŽes(6, 8).

La deuxi•me droite d2 passe parB , et est perpendiculaire ˆ la droited1, et coupe lÕaxe
desy au point P(0, t).

Equation de d1 :
y = 1/ 2 x + 5

Equation de d2 :
y = ax + b

d1 est perpendiculaire ˆd2 donc :
a.1/ 2 = " 1

Et donc :

a = " 2

Alors, lÕŽquation ded2 est :
y = " 2x + b

B appartient ˆ d2, dÕo• :8 = " 12 + b et b = 20 La droite d2 qui passe parB et est
perpendiculaire ˆ d1 coupe lÕaxe des y au point(0, 20).
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Question 2 ANA13.15

La pi•ce mŽtallique ˆ fabriquer est le volume engendrŽ par larotation autour de lÕaxeOy
de lÕaire comprise entre les courbesy = x2 et y = ( x + 1/ 4)2 pour x # 0 et y & 4.

¥ ReprŽsentez graphiquement lÕaire en question.

¥ Calculez le volume de mŽtal nŽcessaire pour fabriquer la pi•ce.

Solution Question ANA13.15

1. LÕaire est comprise entre les deux courbes reprŽsentŽes ci-dessous :

0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

x

y

2. Le volume de mŽtal est donnŽ par :

V = "
∫ 4

0
R2(y)dy " "

∫ 4

1/ 16
r 2(y)dy

¥ R(y) =? y = x2 ' x =
!

y
¥ r (y) =? y = ( x + 1/ 4)2 ' x =

!
y " 1/ 4

"
∫ 4

0
R2(y)dy = "

∫ 4

0
(
!

y)2dy = "
[

y2

2

]4

0

= 8"

"
∫ 4

1/ 16
r 2(y)dy = "

∫ 4

1/ 16
(
!

y " 1/ 4)2dy = "
∫ 4

1/ 16
(y " 1/ 2

!
y + 1/ 16)dy

= "
[

y2

2
" 1/ 3y3/ 2 + 1/ 16y

]4

1/ 16

= 5,5827"

( V = 2,4173"
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Alg•bre - Analyse Groupe C Vendredi 5 juillet 2013

Question ALG13-10

Soient z1 et z2 deux nombres complexes alignŽs avec le point de coordonnŽes(0, 0) dans
le plan complexe. Soit un troisi•me nombre complexem situŽ sur la bissectrice des axes
rŽel et imaginaire dans le premier quadrant. Ces trois nombres sont tels que :

z1 + 3 " i = m

mz2 " 5i = 3

On demande de calculer la partie rŽelle dem.

Solution question AL13-10

Posonsm = a + ib. Puisquem appartient ˆ la bissectrice des axes rŽel et imaginaire du
premier quadrant :

b = a et m = a + ia

D•s lors :
z1 + 3 " i = m = a + ia ( z1 = ( a " 3) + i (a + 1)

mz2 " 5i = 3 ( z2 =
3 + 5i
a + ia

=
(3 + 5i )(a " ia)

2a2
=

1
2a2

[(3a + 5a) + (5 a " 3a)i ]

Puisquez1 et z2 sont alignŽs avec(0, 0) dans le plan complexe :

a + 1
a " 3

=
5a " 3a
3a + 5a

=
1
4

a + 1 =
1
4

(a " 3)

3
4

a = "
7
4

et Þnalement, la partie rŽelle dem vaut :

a =
" 7
3
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Question AN13-11

Calculer la primitive suivante :

I =
∫

x dx
1 + cosx

Conseil : posery = x
2.

Solution question AN13-11

En posant y = x
2 , lÕintŽgrale ˆ calculer devient :

I =
∫

4y
1 + cos 2y

dy

=
∫

4y
2 cos2 y

dy

= 2
∫

y
cos2 y

dy

En intŽgrant par parties (u = y et v! = 1
cos2 y ), on trouve :

I = 2
(

y tan y "
∫

tan y dy
)

Puisque :
∫

tan y dy =
∫

siny
cosy

dy =
∫

"
d(cosy)

cosy
= " ln (| cosy|)

lÕintŽgrale devient :
I = 2 ( y tan y + ln ( | cosy|))

Finalement :
I = x tan

x
2

+ 2 ln
(
∣

∣

∣
cos

x
2

∣

∣

∣

)

+ Cte
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Question subsidiaire ALG13-16

Rappelons la formule du bin™me de Newton :

(a + b)n = an + nan" 1 b+
n(n " 1)

2
an" 2 b2 + ...

... +
(

n
i

)

an" i bi + ... + bn

(

n
i

)

est une notation pour n!
(n" i )! i ! .

1. Calculez le terme qui ne dŽpend pas dex dans le dŽveloppement de
(

x " 1
x3

)28
.

2. Calculez le terme qui ne dŽpend pas dex dans le dŽveloppement de
(

1 + 1
x5

)7
(2 " x)10.

Solution question subsidiaire ALG13-16

1. Le terme gŽnŽral du dŽveloppement sÕŽcrit
(

28
i

)

x28" i

(

" 1
x3

)i

Ce terme ne dŽpend pas dex si 28" i = 3 i , cÕest-ˆ-dire sii = 7. Il vaut :
(

28
7

)

(" 1)7 = " 1 )
28!

21! 7!
= "

28) 27) 26) 25) 24) 23) 22
7 ) 6 ) 5 ) 4 ) 3 ) 2 ) 1

= " 90) 26) 23) 22 = " 1.18404 106

2. Le terme gŽnŽral du dŽveloppement de
(

1 + 1
x5

)7
sÕŽcrit :

(

7
i

)(

1
x5

)i

Le terme gŽnŽral du dŽveloppement de(2 " x)10 sÕŽcrit :
(

10
j

)

210" j (" x)j

En e"ectuant le produit, on obtient des termes indŽpendantsde x si et seulement si
j = 5 i aveci = 0...7 et j = 0...10. Les di"Žrentes possibilitŽs sont les suivantes :

i = 0, j = 0 (
(

7
0

)(

10
0

)

210" 0(" 1)0 = 210

i = 1, j = 5 (
(

7
1

)(

10
5

)

210" 5(" 1)5 = " 7
10) 9 ) 8 ) 7 ) 6
5 ) 4 ) 3 ) 2 ) 1

25

= " 49) 36) 32

i = 2, j = 10 (
(

7
2

)(

10
10

)

210" 10(" 1)10 =
7 ) 6

2
= 21
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Finalement, le terme indŽpendant dex sÕŽcrit :

210 " (49 ) 36) 32) + 21 = " 55403
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Alg•bre - Analyse Groupe D Mercredi 3 juillet 2013

Question ALG13.20

RŽsoudre
2 ln3 x + ln x2 = ln 2 x

#
5

Solution Question ALG13.20

2 ln3 x + ln x2 = ln 2 x
#

5

* 2 ln3 x + ln x2 = (
!

5 ln x)2

* 2 ln3 x " 5 ln2 x + ln x2 = 0

PosonsY = ln x

( 2Y 3 " 5Y 2 + 2Y = 0

* Y(2Y 2 " 5Y + 2) = 0

! = 25 " 4.4 = 9

Y1,2 =
5 ± 3

4
= 1/ 2 et 2

( Y(Y " 2)(Y " 1/ 2) = 0

Les solutions sont donc :

¥ ln x = 0 ' x = 1

¥ ln x = 2 ' x = e2

¥ ln x = 1/ 2 ' x = e1/ 2

( x =
{

1;e2; e1/ 2
}
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Question ANA13.5

Calculez les intŽgrales suivantes :

I =
∫

1 + 2x " 3x2

x " x3
dx

J =
∫

ln x
x(1 " ln2 x)

dx

Solution Question ANA13.5

Pour calculer I , nous remarquons que :

1 + 2x " 3x2

x " x3
=

(1 " x)(3x + 1)
x(1 " x)(1 + x)

=
(3x + 1)
x(1 + x)

=
1
x

+
2

x + 1

dÕo• :

I =
∫

1 + 2x " 3x2

x " x3
dx =

∫

dx
x

+
∫

2
1 + x

dx = ln( |x|(x + 1) 2) + A, A $ +

Pour J , on proc•de au changement de variable :u = ln x

J =
∫

ln x
x(1 " ln2 x)

dx =
∫

u
(1 " u2)

du

En posant v = 1 " u2, on a dv = " 2udu, dÕo•

∫

u
(1 " u2)

du = "
1
2

∫

dv
v

= ln
1

√

|1 " u2|
+ B

= ln
1

√

|1 " ln2 x|
+ B, B $ +

12



Alg•bre - Analyse Groupe E Jeudi 4 juillet 2013

Question ALG13.08

Une bibliothŽcaire souhaite acheter des livres de deux types : x livres de physique ˆ 10
euros ety livres dÕalg•bre ˆ 5 euros.
Elle souhaite :
Ð acheter au moins six livres dÕalg•bre ;
Ð acheter au moins deux fois plus de livres de physique que de livres dÕalg•bre ;
Ð ne pas dŽpenser plus de 200 euros.

On demande de rŽsoudre graphiquement le probl•me, cÕest-ˆ-dire de reprŽsenter lÕensemble
des solutions(x, y) possibles.
RŽpondez en particulier aux questions suivantes :

1. si on dŽcide dÕacheter 21 livres, quelles sont les di"Žrentes possibilitŽs dÕachat ?

2. si on dŽcide dÕacheter 25 livres, quelles sont les di"Žrentes possibilitŽs dÕachat ?

3. quel est le nombre maximum de livres pouvant •tre achetŽs ?

Solution ALG13.08

Posons :
¥ x, le nombre de livres de physique ;
¥ y, le nombre de livres dÕalg•bre.

Les contraintes peuvent alors sÕexprimer par :
¥ C1 : y # 6
¥ C2 : x # 2y
¥ C3 : 10x + 5y & 200' 2x + y & 40
Les di"Žrentes solutions possibles (x et y entiers !) sont pointŽes sur la Þgure 1 (cf. les
symboles ÔoÕ).

En particulier :

1. Cas o• on dŽcide dÕacheter 21 livres.
Cette situation conduit ˆ la contrainte x + y = 21 ' Le tracŽ de cette contrainte
sur le graphique donne les solutions suivantes :

x = 14 et y = 7

ou x = 15 et y = 6

2. Cas o• on veut acheter 25 livres.
Cette situation conduit ˆ la contrainte x + y = 25 ' Le tracŽ de cette contrainte
sur le graphique montre quÕil nÕest pas possible de respecter cette contrainte sup-
plŽmentaire.
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28

y

C2

C1

C3

y=6

x=2y

2x+y=40
y+x=25

y+x=21

x

Figure 1 Ð Solutions admissibles

3. Le nombre maximum de livres qui peuvent •tre achetŽs est de24 (16 livres de
physique et 8 livres dÕalg•bre)
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Question ANA13.21

ConsidŽrons
Ð le rectangle dŽÞni par les pointsO(0, 0), A(0, 1), B (1, #) et C(0, #) ;
Ð le point! ( 3

4, 1) ;
Ð la fonctiong(x) = ax2 + bx + c passant par les pointsO et ! et prŽsentant une pente

Žgale ˆ2 au point ! .

DŽterminez les coordonnŽes du pointB de sorte que la courbeg(x) divise le rectangle
OABC en deux parties dÕaires Žgales.

Solution question ANA13.21

0

0

1

C
O

B

g(x)

A

S1

S2

a

Figure 2 Ð ReprŽsentation graphique du probl•me

1) Obtenir les param•tres dŽÞnissantg(x).
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On a :

g(0) = 0 ' c = 0

g(
3
4

) = 1 ' a
(

3
4

)2

+ b
3
4

= 1 (1)

g!(
3
4

) = 2 ' 2a
(

3
4

)

+ b= 2 (2)

(3)

En utilisant (1) et (2), on obtient a = 8
9 et b= 2

3.

( g(x) = 8
9x2 + 2

3x

2) DŽterminer #, lÕabscisse des pointsB et C.
On peut Žcrire :

Aire de S2 =
1
2

de lÕaire du rectangleOABC
∫ !

0
g(x)dx +

∫ "

!
1 dx =

1
2

∫ "

0
1 dx

[

8
9

x3

3
+

2
3

x2

2

]
3
4

0

+ 1
(

# "
3
4

)

=
1
2

1.#

' "
#
2

=
(

8
9

(3/ 4)3

3
+

2
3

(3/ 4)2

2

)

"
3
4

( # =
7
8

16



Alg•bre - Analyse Groupe F Jeudi 4 juillet 2013

Question ALG13.15

On donne lÕŽquation du 4•me degrŽ suivante :

x4 + x3 " 4x2 + x + 1 = 0 (4)

1) Diviser (4) par x2 et montrer quÕen posanty = x + 1
x , on peut ramener la rŽsolution

de (4) ˆ la rŽsolution dÕune Žquation du second degrŽ en y.

2) Rechercher toutes les solutions de lÕŽquation (4).

Solution ALG13.15

1) Divisons (4) parx2 (on supposex ,= 0 ; x = 0 nÕest pas solution de (4))

x2 + x " 4 +
1
x

+
1
x2

= 0 (5)

On observe que

x +
1
x

= y

x2 +
1
x2

,= y2 = x2 +
1
x2

+ 2

(5) devient

y2 " 2 + y " 4 = 0 ' y2 + y " 6 = 0

RŽsoudre (4) revient donc ˆ rŽsoudre
{

y = x + 1
x

y2 + y " 6 = 0
(6)

2) On rŽsoud le syst•me (6)

y2 + y " 6 = 0 ' y =
" 1 +

!
1 + 24

2
=

{

2
" 3

y = x +
1
x

' xy = x2 + 1 ' x2 " xy + 1 = 0 (7)
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Si y = 2, (4) devient

x2 " 2x + 1 = 0 ' (x " 1)2 = 0 ( x = 1 (racine double)

Si y = " 3, (4) devient

x2 + 3x + 1 = 0 ' x =
" 3 ±

!
9 " 4

2
( x = "

3
2

±
1
2

!
5

( Solutions de (1)=
[

1, " 3
2 ± 1

2

!
5
]
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Question ANA13.19

DŽterminer lÕexpression la plus simple dÕune fonction paire possŽdant un zŽro enx = 1 et
une asymptote verticale enx = " 3. En faire une reprŽsentation sommaire.
Faire de m•me, pour une fonction impaire.

Solution question ANA13.19

Pour le premier cas, on a que

f (x) =
(x " 1)(x + 1)
(x " 3)(x + 3)

qui poss•de une asymptote horizontale eny = 1.
Pour le deuxi•me cas, on a que

f (x) =
x(x " 1)(x + 1)
(x " 3)(x + 3)

qui poss•de une asymptote oblique eny = x.

-3 -1 1 3 -3 -1 1 3

La dŽrivŽe premi•re permet de trouver une approximation de la position des extrema, en
cherchant les racines dex4 " 26x2 + 9 = 0 , i.e. x2 = 13 ± 4

!
10. Si on prend

!
10 - 3.15,

on a x2 = 25.6 ou x2 = 0.4. Et donc, x - ± 5 ou x - ± 0.6.
On peut dŽterminer la position du point dÕinßexion sans utiliser la dŽrvŽe seconde. Il est
Žvidemment enx = 0.
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UMONS FacultŽ Polytechnique
Examen dÕadmission 2012 : questions dÕanalyse

Question sŽrie A (ANA12.1)

Etudiez la fonction
y(x) =

1
!

(a2 ! x2)2
(a > 0)

et faites-en une reprŽsentation graphique soignŽe.

Question sŽrie B (ANA12.12)

Soit la fonction rŽelle
f (x) = min ( |x ! 2|, x2 + 8x + 16)

Calculez lÕintŽgrale dŽÞnie suivante

" 10

! 10
f (x) dx

Question sŽrie C (ANA12.9)

Un coureur e!ectue une course de 20 km avec une vitesse constante sur les dix premiers
kilom•tres et une vitesse dŽcroissante exponentiellementsur le reste de la distance. La
vitesse v(z) (z est la distance parcourue) sÕexprime de la mani•re suivante(les unitŽs
utilisŽes sont le km pour les distances et le km/h pour la vitesse) :

v(z) = 10 pour 0 " z " 10

v(z) = 10 e! z ! 10
20 pour 10< z " 20

On demande de calculer la fonctionvm (z), dŽÞnie comme la vitesse moyenne e!ectuŽe par
le coureur sur les 2 km prŽcŽdents. Pour dŽmarrer votre calcul, exprimez le fait quevm (z)
est Žgale ˆ la moyenne dev(z") entre z" = z ! 2 et z" = z, cÕest-ˆ-dire :

vm (z) =
1
2

" z

z! 2
v(z") dz"

1



Question sŽrie D (ANA12.18) sans solution

Ð Etudiez la fonction
f (x) =

3
4
x4 + x3 ! 3x2

et faites-en une reprŽsentation graphique soignŽe.
Ð Utilisez lÕanalyse prŽcŽdente pour Žtudier lÕexistence et le signe des racines de lÕŽqua-

tion :
3
4
x4 + x3 ! 3x2 ! m = 0

o• m est un param•tre qui peut prendre nÕimporte quelle valeur rŽelle.

Question sŽrie E (ANA12.20)

Soit la fonction f (x) = ( a + x) ex aveca, un param•tre rŽel tel quea > 0.

1. Etudiez f (x) et faites en une reprŽsentation soignŽe.

2. Ecrivez lÕensemble des points(x, y) o• la fonction peut avoir un extremum lorsque
le param•tre a varie.

Question sŽrie F (ANA12.23)

Etudiez la fonction

f (x) =
1 + ln( |2x|)

2x
)

et donnez-en une reprŽsentation graphique soignŽe.

Question sŽrie B2 (ANA12.13)

Etudiez la fonction
y(x) = x + e! 1/x

et faites-en une reprŽsentation graphique soignŽe.

2



Solution analyse sŽrie A (ANA12.1)

Domaine de dŽÞnition : x2 ! a2 #= 0 $ x %R {! a, a}

ParitŽ : y(x) est une fonction paire (y(x) = y(! x)), on peut dŽlimiter lÕŽtude dans
lÕintervalle[0, a[&]a,+ ' [

Limites

lim
x# a!

y(x) = + ' (asymptote verticale)

lim
x# a+

y(x) = + '

lim
x# + $

y(x) = 0 (asymptote horizontale)

Racines : La fonction y(x) est toujours positive dans lÕintervalle de dŽÞnition.

DŽrivŽe premi•re
Ð Six < a, y(x) = 1

a2! x2

y"(x) = !
! 2x

(a2 ! x2)2
=

2x
(a2 ! x2)2

Ð Six > a, y(x) = 1
x2! a2

y"(x) =
! 2x

(x2 ! a2)2

lim
x# 0

y"(x) = 0 (extremum Ñ pente horizontale)

lim
x# a!

y"(x) = + '

lim
x# a+

y"(x) = !'

lim
x# + $

y"(x) = 0

x 0 a + '
y"(x) 0 + + $ /!$ ! 0

3



DŽrivŽe seconde
Ð Six < a,

y""(x) =
2

(a2 ! x2)2
+

8x2

(a2 ! x2)3
=

6x2 + 2a2

(a2 ! x2)3

Ð Six > a,

y""(x) =
! 2

(x2 ! a2)2
+

8x2

(x2 ! a2)3
=

6x2 + 2a2

(x2 ! a2)3

x 0 a + '
y""(x) 2

a3 + / + 0

En rŽcapitulatif,

x 0 a + '
y"(x) 0 + + $ /!$ ! 0
y""(x) 2

a3 + / + 0
y(x) 1

a2 ( + ' ) 0# #

1
a2

a
x

y(
x
)

Figure 1 Ð TracŽ de la fonction

4



Solution analyse sŽrie B (ANA12.12)

En reprŽsentant les courbes|x! 2| et x2+8x+16, nous remarquons des valeurs particuli•res
pour x, cÕest-ˆ-dire : -7,-2 et 2.

0

4

9

11

-10 -7 -4 -2 0 2 10

|x-2|
x^2+8x+16

La fonction f (x) peut donc sÕŽcrire comme suit :

f (x) =

$
%%&

%%'

2 ! x ! 10 " x " ! 7
x2 + 8x + 16 ! 7 " x " ! 2
2 ! x ! 2 " x " 2
x ! 2 2 " x " 10

Nous calculons ensuite lÕntŽgrale.
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" 10

! 10
f (x) dx =

" ! 7

! 10
2 ! x dx +

" ! 2

! 7
x2 + 8x + 16 dx +

" 2

! 2
2 ! x dx +

" 10

2
x ! 2 dx

=
(
2x !

x2

2

) ! 7

! 10

+
(
x3

3
+ 4x2 + 16x

) ! 2

! 7

+
(
2x !

x2

2

) 2

! 2

+
(
x2

2
! 2x

) 10

2

= ( !
77
2

+ 70) + ( !
56
3

+
91
3

) + (2 + 6) + (30 + 2)

=
499
6

Solution analyse sŽrie C (AN12.9)

La fonction v(z) est reprŽsentŽe ci-dessous.

0 5 10 15 20
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

z [km]

v(
z)

 [k
m

/h
]

La fonction vm (z) est dŽÞnie entrez = 2 et z = 20. AÞn de la calculer, trois cas sont ˆ
considŽrer :

1. 2 < z " 10

Dans ce cas :

vm(z) =
1
2

" z

z! 2
10 dz" = 10

6



2. 10< z " 12

Dans ce cas :

vm (z) =
1
2

" 10

z! 2
10 dz" +

1
2

" z

10
10e! z "! 10

20 dz"

= 5(10 ! z + 2) + 5 * (! 20)[e! z "! 10
20 ]z10

= 60 ! 5z ! 100
*
e! z ! 10

20 ! 1
+

= 60 ! 5z + 100
*

1 ! e! z ! 10
20

+

7



3. 12< z " 20

Dans ce cas :

vm (z) =
1
2

" z

z! 2
10e! z "! 10

20 dz"

= 5 * (! 20)[e! z "! 10
20 ]zz! 2

= ! 100
*
e! z ! 10

20 ! e! z ! 12
20

+

= 100 e! z ! 10
20

*
e

1
10 ! 1

+

La fonction vm(t) est reprŽsentŽe ci-dessous (il nÕest pas demandŽ aux candidats de la
dessiner). Rappelons quevm (z) nÕest pas dŽÞnie entrez = 0 et z = 2.

0 5 10 15 20
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

z [km]

[k
m

\h
]

v(z)

v
m

(z)

Solution analyse sŽrie E (AN12.20)

1.
f (x) = ( a + x) ex

Domaine: R

ParitŽ : f (x) nÕest ni paire ni impaire.

Racines: une racine enx = ! a.

8



! a
f (x) - 0 +

Signe. Le tableau de signe est le suivant :
Asymptotes verticales: pas dÕasymptote verticale.

Asymptotes obliques:

lim
x# + $

f (x)
x

= lim
x# + $

a + x

x
ex = + '

lim
x#!$

f (x)
x

= lim
x#!$

a + x

x
ex = 0

f (x) ne prŽsente pas dÕasymptote oblique.

Asymptotes horizontales:

lim
x#!$

f (x) = lim
x#!$

(a + x) ex = !' á 0 = lim
x#!$

a + x

e! x
=

'
'

= lim
x#!$

! 1
e! x

= 0

f (x) poss•de une asymptote horizontale eny = 0.

DŽrivŽe:
f "(x) = ex (a + 1 + x)

Le tableau de signe est prŽsentŽ ci-dessous :

! 1 ! a
f "(x) - 0 +

DŽrivŽe seconde:
f ""(x) = ex (a + 2 + x)

Le tableau de signe est prŽsentŽ ci-dessous :

! 2 ! a
f ""(x) - 0 +

9



Tableau Þnal

! 2 ! a ! 1 ! a ! a
f (x) - - - - - 0 +
f "(x) - - - 0 + + +
f ""(x) - 0 + + + + +

Graphe (a = 1
10)

!7 !6 !5 !4 !3 !2 !1 0

!0.4

!0.2

0

0.2

0.4

0.6

x

f(
x)

!2!a
!1!a

!a

a

2.
f "(x) = ex (1 + a + x)

Cette fonction sÕannule enx = ! 1 ! a et

f (x = ! 1 ! a) = ! e! 1! a

LÕensemble des points(x, y) o• la fonction peut avoir un extremum lorsque le para-
m•tre a varie sÕŽcrit donc(! 1 ! a, ! e! 1! a).

Solution analyse sŽrie F (ANA 12.23)

Domaine La fonction est dŽÞnie pour toutx #= 0

ParitŽ La fonction est impaire :f (! x) = ! f (x). On peut donc lÕŽtudier seulement pour
x rŽel positif. Sur ce domaine on peut rŽŽcrire la fonction en abandonnant la valeur
absolue :

f (x) =
1 + ln(2x)

2x

10



Asymptotes

Asymptote verticale limx# 0+ f (x) = !$
0+ = !' .

LÕaxe desy est donc une asymptote verticale.

Asymptote horizontale

lim
x# + $

f (x) =
'
'

= lim
x# + $

1
2x

= 0 (en appliquant la r•gle de lÕHospital).

LÕaxe desx est donc une asymptote horizontale.

DŽrivŽe premi•re

f "(x) =
! ln(2x)

2x2

La dŽrivŽe sÕannulle pourx = 1/2.

DŽrivŽe seconde

f ""(x) =
! 1 + 2 ln(2x)

2x3

La dŽrivŽe seconde sÕannulle pourln(2x) = 1 /2, cÕest-ˆ-dire pourx = 1
2e1/ 2 + 0.82.

Tableau de signes

x 1
2e

1
2

1
2e1/ 2

f (x) ! 0 + 1 + + +
f "(x) + + + 0 ! ! !
f ""(x) ! ! ! ! ! 0 +
croiss. ( ( ( Max ) ) )
conc. , , , , , Inß. -

Graphe A faire !

Solution analyse sŽrie B2 (ANA12.13)

Domaine de dŽÞnition : x #= 0 $ x %R { 0}

ParitŽ : pas de paritŽ

Racines : Une racine dey(x) appara”t lorsquex + e! 1/x = 0 ou ! x = e! 1/x (aux
alentours de! 1.76).

11



Limites

lim
x# 0!

y(x) = + ' (asymptote verticalex = 0)

lim
x# 0+

y(x) = 0 +

lim
x#!$

y(x) = !' (pas dÕasymptote horizontale)

lim
x# + $

y(x) = + ' (pas dÕasymptote horizontale)

lim
x#!$

y(x)
x

= 1

lim
x# + $

y(x)
x

= 1

lim
x#!$

(y(x) ! x) = lim
x#!$

e! 1/x = 1

lim
x# + $

(y(x) ! x) = lim
x# + $

e! 1/x = 1

Il existe une asymptote obliquey = x + 1 lorquÕon tend vers lÕinÞni (en+ ' et !' ).

DŽrivŽe premi•re

y"(x) = 1 +
e! 1/x

x2

qui est toujours positive.

lim
x# 0+

y"(x) = 1

En e!et,

lim
x# 0+

e! 1/x

x2
= lim

x# 0+

1/x2

e1/x
=

+ '
+ '

= lim
x# 0+

! 2x! 3

! 1
x2 e1/x

= lim
x# 0+

2x! 1

e1/x
=

+ '
+ '

= lim
x# 0+

! 2x! 2

! 1
x2 e1/x

= lim
x# 0+

2
e1/x

= 0

x !' 0 + '
y"(x) 1 + + $ /+1 + 1

12



DŽrivŽe seconde

y""(x) =
1

x2 e! 1/x x2 ! 2xe! 1/x

x4
=

(1 ! 2x)e! 1/x

x4

Lorsquex = 1/2, la dŽrivŽe seconde sÕannule

y""(x) = 0

x !' 0 1/2 +'
y""(x) + + 0 -

En rŽcapitulatif,

x !' 0 1/2 +'
y"(x) 1 + + $ /+1 + + + 1
y""(x) + + 0 !
y(x) !' ( + $ /0 ( + 0.64 ( + '# #

PI
,

!5 0 5
!2

!1

0

1

2

3

4

5

1
2(PI)

x

y(
x
)

Figure 2 Ð TracŽ de la fonction
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UMONS Faculté Polytechnique

Examen d’admission 2012
Questions d’algèbre avec solutions

Question sŽrie A (ALG12.14)

ComplŽtez lÕexpression suivante en rempla•ant les pointillŽs par lÕexpression appro-
priŽe, fournissant ainsi une formule permettant de dŽcomposerx5 + y5 en facteurs. Expli-
quez le raisonnement qui vous conduit ˆ cette formule.

x5 + y5 = ( x + y)(. . .)

Peut-on obtenir une formule analogue pour dŽcomposerxn + yn quel que soitn ? Si oui,
justiÞez. Si non, prŽcisez pour quelsn cÕest possible et pour quelsn •a ne lÕest pas et
justiÞez.

Question sŽrie B (ALG12.3)

Soit p(x) = mx2 ! 2x ! 4m ! 1 m < 0
a) DŽmontrez que les deux racinesx1 et x2 de p(x) sont toujours rŽelles.
b) Pour quelles valeurs dem a-t-on x1 < ! 1 < 1 < x 2 ?

Question sŽrie C (AL12-4)

RŽsoudre lÕŽquation suivante (x " R) :
!

1 +
#

x4 ! x2 = x ! 1

Question sŽrie D (ALG12.5)

Ð RŽsoudre
log5 (2x) ! log5

"
1 +

#
x

#
$ 1

Question sŽrie E (AL12-6)

RŽsoudre lÕŽquation suivante :

logx a + ln a = logax a

o• x est la variable eta un param•tre (x " R, a " R). Discuter en fonction dea.

1



Question sŽrie F (ALG12.11)

Soit le syst•me dÕŽquations linŽaires
$
%

&

2x + my = 0
x + mz = m

mx + 3y + 3z = m

Pour quelle(s) valeur(s) du param•tre rŽelm, lÕinŽquation suivante liant les solutions du
syst•me est-elle vŽriÞŽe

x + y + z % 1

Question sŽrie B2 (ALG12.1) : Le li•vre et la tortue revisitŽ

Deux taupes se disputent une partie de course dans le sol. Pour aller dÕun pointX vers
un point Y (situŽ ˆ m•me hauteur), la premi•re propose dÕaller en lignedroite dans la
couche de sol superÞcielle. De par la nature de cette couche de sol, sa vitesse dÕavancement
est dŽÞnie parvA . La seconde taupe, propose un dŽplacement plus complexe en trois
Žtapes :

1. Creuser en profondeur jusquÕˆ atteindre une seconde couche de sol favorable (sa
vitesse est identique ˆ celle de la premi•re taupe) ; son trajet est ainsi inclinŽ dÕun
angle! .

2. Longer lÕinterface entre deux couches, lui permettant dÕavancer ˆ une vitessevB > v A

(sol meuble).

3. Remonter vers le pointY, dÕun m•me angle! avec une vitessevA .

Sachant que la profondeur de la premi•re couche esth, quelle serait la distanceL entre
les pointsX et Y pour que les deux taupes arrivent en m•me temps ? Comment doit•tre
L pour que la seconde taupe arrive la premi•re ?

vA

vA

vA

vB

couche A
couche B

L

h

X

X

Y

! !

2



Solution sŽrie A (ALG12.14)

(1) La premi•re solution qui vient ˆ lÕesprit est la suivante:

P(x, y) = ( x5 + y5) = ( x + y)Q(x, y)

o• Q(x, y) est une somme de puissances enti•res dex et y.

La division de P par (x + y) donne :

x5 + y5 x + y
x5 + x4y

! x4y + y5 x4 ! x3y + x2y2 ! xy3 + y4

! x4y ! x3y2

+ x3y2 + y5

+ x3y2 + x2y3

! x2y3 + y5

! x2y3 ! xy4

+ xy4 + y5

+ xy4 + y5

0

Une alternative serait dÕutiliser la r•gle de Horner, en appliquant la division par (x+ a)
o• a = y

x5 x4 x3 x2 x1 x0 ! y = ! a
1 0 0 0 0 y5

coef. de Q 1 ! y + y2 ! y3 + y4 0

(2) Peut-on Žtablir une formule du type

(xn + yn) = ( x + y)(. . . )

pour tout n ?

Pour que(xn + yn) soit divisible par (x + y), il faut que (! y, y) satisfasse

P(! y, y) = 0

Soit

(! y)n + yn = 0

si n est impair.
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Solution Question sŽrie B (ALG12.3)

a) Le rŽalisant dep(x) vaut
! = 16 m2 + 4m + 4

Le rŽalisant de ce trin™me vaut -240 : les racines de! sont donc deux complexes
conjuguŽes et! est donc toujours positif quel que soitm. p(x) admet donc 2 racines
rŽelles quel que soitm.

b) Le produit et la somme des racines dep(x) valent

P = x1 x2 = !
4m + 1

m
S = x1 + x2 =

2
m

Pour m " ] ! 1/ 4, 0[, nous avons queP > 0 et S < 0 et les deux racines sont
nŽgatives. Ces valeurs dem sont donc ˆ exclure.
Pour m = ! 1/ 4, nous avons queP = 0. Cette valeur dem est donc ˆ exclure.
Pour m < ! 1/ 4, nous avons que4m2 + m + 1 = m(4m + 1) + 1 > 1, ce qui nous
donne

x1 =
1 +

#
4m2 + m + 1

m
< 0 x2 =

1 !
#

4m2 + m + 1
m

> 0

VŽriÞons la conditionx1 < ! 1

1 +
#

4m2 + m + 1
m

< ! 1 ou
#

4m2 + m + 1 > ! m ! 1

VŽriÞons maintenant la conditionx2 > 1

1 !
#

4m2 + m + 1
m

> 1 ou
#

4m2 + m + 1 > ! m + 1

La condition la plus contraignante est
#

4m2 + m + 1 > ! m + 1 > 0

Cette condition est Žquivalente ˆ

m(m + 1) > 0

Les valeurs possibles pourm sont donc :m < ! 1.

Solution Question sŽrie C (AL12.4)

!
1 +

#
x4 ! x2 = x ! 1

Conditions dÕexistence

4



1.

x4 ! x2 % 0

x2
"
x2 ! 1

#
% 0

& x % 1 et x $ ! 1 .

2.
1 +

#
x4 ! x2 % 0

Cette inŽgalitŽ est toujours vraie.

3.

x ! 1 % 0

x % 1

Au Þnal : x % 1.

RŽsolution

1 +
#

x4 ! x2 = ( x ! 1)2 = x2 + 1 ! 2x
#

x4 ! x2 = x2 ! 2x = x(x ! 2)

x(x ! 2) % 0 si x "' , 0]( [2, ) . Il convient donc dÕajouter la condition dÕexistencex % 2.
Nous pouvons ensuite Žcrire :

x4 ! x2 = x2 (x ! 2)2 = x2
"
x2 + 4 ! 4x

#

x4 ! x2 = x4 + 4x2 ! 4x3

! 4x3 + 5x2 = 0

x2 (! 4x + 5) = 0

Les solutions de lÕŽquation prŽcŽdente sontx = 0 et x = 5
4 . En tenant compte de la

condition dÕexistencex % 2, lÕŽquation
'

1 +
#

x4 ! x2 = x! 1 ne poss•de pas de solution.

Solution Question sŽrie E (AL12.6)

Les conditions suivantes doivent •tre remplies :

a > 0

x " R+
0 \ { 1,

1
a

}

5



LÕŽquation peut sÕŽcrire :

ln a
ln x

+ ln a =
ln a

ln ax
1

ln x
+ 1 =

1
ln ax

avec ln a *= 0, cÕest-ˆ-direa *= 1. Si a = 1, lÕensemble des solutions estR+
0 \ { 1} . En

multipliant par ln ax ln x, nous pouvons Žcrire :

ln ax + ln ax ln x = ln x

ln a + ln x + (ln a + ln x) ln x = ln x

ln2 x + ln a ln x + ln a = 0

En posant X = ln x, on obtient :

X 2 + ln aX + ln a = 0

Le discriminant vaut ! = ln 2 a ! 4 lna. En posant Y = ln a, on obtient lÕŽquation! =
Y 2 ! 4Y dont les racines sontY = 0 et Y = 4. Y = 0 est ˆ rejeter puisqueln a *= 0.
Di!Žrents cas sont ˆ considŽrer :

1. Si Y = ln a = 4, cÕest-ˆ-direa = e4, lÕŽquation enX devient X 2 + 4X + 4 = 0 .
Celle-ci poss•de une solution donnŽe parX = ln x = ! 4

2 = ! 2. x vaut donc e! 2.
Cette solution est bien di!Žrente de1

a = e! 4. Elle nÕest donc pas ˆ rejeter.

2. Si Y = ln a " ]0, 4[, cÕest-ˆ-dire poura " ]1, e4[, ! < 0 et lÕŽquation nÕa pas de
solution.

3. Si Y = ln a "' , 0[( ]4, ) , cÕest-ˆ-dire poura " ]0, 1[( ]e4, ) , ! > 0 et lÕŽquation en
X poss•de deux solutions donnŽes par :

X =
! ln a ±

'
ln2 a ! 4 lna
2

x = e
! ln a±

"
ln 2 a ! 4 ln a
2

Ces solutions sont ˆ prendre en compte si elles sont di!Žrentes de1
a .
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Solution Question sŽrie F (ALG 12.11)

! =

(
(
(
(
(
(

2 m 0
1 0 m
m 3 3

(
(
(
(
(
(

= ! 6m ! m(3 ! m2) = m(m ! 3)(m + 3)

! x =

(
(
(
(
(
(

0 m 0
m 0 m
m 3 3

(
(
(
(
(
(

= ! m(3m ! m2) = m2(m ! 3)

! y =

(
(
(
(
(
(

2 0 0
1 m m
m m 3

(
(
(
(
(
(

= 2(3m ! m2) = ! 2m(m ! 3)

! z =

(
(
(
(
(
(

2 m 0
1 0 m
m 3 m

(
(
(
(
(
(

= ! 6m ! m(m ! m2) = m(m ! 3)(m + 2)

Discussion

¥ m = 0 $
%

&

2x = 0
x = 0

3y + 3z = 0

On tire : x = 0 ; y = ! z.
LÕensemble des solutions est{ (0, !, ! ! ); ! " R} .
Ces solutions ne vŽriÞent pas lÕinŽgalitŽx + y + z % 1 puisquex + y + z = ! ! ! = 0.

¥ m = 3 $
%

&

2x + 3y = 0
x + 3z = 3

3x + 3y + 3z = 3

La troisi•me Žquation est redondante. Des deux premi•res, on tire :

y =
! 2x

3
; z = 1 !

x
3

.

LÕensemble des solutions est

{ (!, !
2!
3

, 1 !
!
3

); ! " R} .

Ces solutions vŽriÞent lÕinŽgalitŽx + y + z % 1 puisquex + y + z = 1.
¥ m = ! 3 $

%

&

2x ! 3y = 0
x ! 3z = ! 3

! 3x + 3y + 3z = ! 3

7



En multipliant par ! 1 les deux premi•res Žquations et en les additionnant, on ob-
tient : ! 3x + 3y + 3z = 3, ce qui est incompatible avec la troisi•me Žquation. Le
syst•me nÕa donc pas de solution dans ce cas.

¥ m *= 0, 3, ! 3
Dans le cas gŽnŽral, les solutions sont :

x =
m

m + 3
; y =

! 2
m + 3

; z =
m + 2
m + 3

.

0n a donc
x + y + z =

m ! 2 + m + 2
m + 3

=
2m

m + 3
LÕinŽquation impose que2m

m+3 % 1, dÕo• lÕon tire la condition :

2m ! m ! 3
m + 3

=
m ! 3
m + 3

% 0

LÕŽtude du signe de cette expression nous dit que cette condition est remplie si et
seulement sim < ! 3 ou m > 3 (la valeur m = 3 est exclue ici car nous sommes
dans le cas o•m est supposŽ di!Žrent de0, 3, ! 3).

Conclusion En rassemblant les di!fŽrents cas, nous avons que lÕinŽquation x+ y+ z % 1
est satisfaite pourm < ! 3 et m % 3.

Solution Question sŽrie B2 (ALG12.1)

Soit t1 le temps parcouru par la premi•re taupe :

t1 =
L 1

vA
=

L
vA

Soit t2 le temps parcouru par la seconde taupe :

t2 =
L#

vA
+

L$

vB
+

L#

vA
=

2L#

vA
+

L$

vB

avec

L# =
h

cos!
L$ = L ! 2h tan !

Donc,

t2 =
2 h
cos !

vA
+

L ! 2h tan !
vB

Les deux taupes arrivent en m•me temps lorsquet1 = t2 pour une longueurL = L 0,
dÕo• :

L 0

vA
=

2 h
cos !

vA
+

L 0 ! 2h tan !
vB

8



Ð La longueur recherchŽe vaut donc :

L 0 =
2h(vB

1
cos ! ! vA tan ! )
vB ! vA

(si L > L 0, la seconde taupe arrive la premi•re).
Ð Les deux taupes arrivent en m•me temps lorsquet1 = t2 pour une profondeurh = h0.

La profondeur recherchŽe vaut donc :

h =
(vB ! vA )L

2(vB
1

cos ! ! vA tan ! )

(si h < h 0, la seconde taupe arrive la premi•re).
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UMONS FacultŽ Polytechnique
Examen dÕadmission 2011

Questions dÕalg•bre avec solutions

Question sŽrie A (ALG11.7)

Deux bateaux partant des rives opposŽes dÕun lac avancent lÕun vers lÕautre. Ils se
croisent une premi•re fois ˆ lÕinstantt ˆ 1400 m dÕune des deux rives. Ils continuent leur
route jusquÕˆ la rive opposŽe et font chacun immŽdiatement demi-tour, repartant en sens
opposŽ. Quand ils se croisent pour la seconde fois ˆ lÕinstant t!, ils se trouvent ˆ 600 m de
lÕautre rive. On suppose que chaque bateau se meut ˆ vitesse constante, mais les vitesses
des bateaux sont di!Žrentes. Quelle est la largeurL du lac ?

t t!

A

B

1400 m 600 m

Question sŽrie B (ALG11.10)

Soit lÕŽquation
(m ! 6)x2 ! (m ! 3)x + 2m ! 11 = 0

DŽterminezm de mani•re ˆ ce que les racinesx1 et x2 de cette Žquation vŽriÞent

x2 < 0 < x 1 < 4

Question sŽrie C (ALG11.22)

Soit une surfaceS dŽlimitŽe par les courbesp(x), q(x) et lÕaxe des abscisses (voir
Þgure) :

. y = p(x) est une droite passant par lÕorigineA(0, 0) et le point C

. y = q(x) est une parabole passant par les pointsB(!, 0) et C ; on sait de plus que
B est le sommet de cette parabole

. le point C, point commun aux courbesy = p(x) et y = q(x), se situe sur la courbe
y = f (x) = sin x, pour x " ]0, ! [.

1



DŽterminezp(x) et q(x) en fonction de la position du pointC.

0.5 1 1 .5 2 2 .5 3
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0.4

0.6

0.8
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C

B

p(x)
q(x)

f (x)

Question sŽrie D (ALG11.6)

Soit c, un nombre complexe solution de lÕŽquation suivante :

z2 + "z + 1 = 0

o• " est une constante. Soita, la partie rŽelle dec.

Ecrivez " en fonction dea sachant que, dans le plan complexe,c appartient au cercle de
rayon 1 centrŽ ˆ lÕorigine (cercle unitŽ).

Question auxiliaire (ALG11.20) sans solution

En attendant le train dans la gare, un Žtudiant choisit deux nombres a et b tels que
0 < a < b < 1. Ensuite, il calcule les cinq nombres suivants :a + b, aáb, a! b, b! a et a

b.
LÕŽtudiant est surpris de constater quÕil y a deux paires de nombres identiques parmi ces
cinq nombres.

Que valent les nombresa et b choisis par lÕŽtudiant ?

Question sŽrie E (ALG11.9) sans solution

DŽterminez le polyn™me de degrŽ minimal qui passe par les points (0,1),(1,-1),(2,1) et
(3,-1).

Question sŽrie A2 (ALG11.12) sans solution

DŽterminez les valeurs dex comprises entre 0 et! qui vŽriÞent

2 sin3 x + 6 sin2 x ! sinx ! 3 = 0.

2



Solution question sŽrie A (ALG 11.7)

Soient vA et vB les vitesses des bateauxA et B , respectivement. Sit est lÕinstant o•
les deux bateaux se croisent pour la premi•re fois, les distances parcourues par chacun
dÕeux sont respectivement :

vA # t = 1400m ; vB # t = L ! 1400m

Lorsque les bateaux se croisent de nouveau, ˆ lÕinstantt!, ils ont parcouru respectivement
les distance suivantes :

vA # t! = L + 600m ; vB # t! = L + L ! 600m

En faisant le quotient des distances parcourues ˆ lÕinstantt et ˆ lÕinstantt! on obtient :
! vB

vA
= 2L " 600

L +600
vB
vA

= L " 1400
1400

DÕo• :
2L ! 600
L + 600

=
L ! 1400

1400
(2L ! 600)1400 = (L ! 1400)(L + 600)

2800L ! 600# 1400 = L2 ! 800L ! 600# 1400

L2 ! 3600L = 0

L(L ! 3600) = 0

Par consŽquent,L = 0 (impossible) ouL = 3600 m.

Solution question sŽrie B (ALG 11.10)

De x2 < 0 < x 1, nous tirons que le produit des racines est nŽgatif, dÕo• la condition :
2m ! 11
m ! 6

< 0 (1)

Cas a) : m ! 6 > 0. Il faut alors 2m ! 11 < 0, dÕo•m > 6 et m < 11/ 2 : impossible.
Cas b) : m ! 6 < 0. Il faut alors 2m ! 11 > 0, dÕo•11/ 2 < m < 6.
Si m < 6, le coe"cient de x2 est nŽgatif et la parabole a sa concavitŽ vers le bas. La
fonction f (x) = ( m ! 6)x2 ! (m ! 3)x + 2m ! 11 est donc positive dans lÕintervalle]x2, x1[
et nŽgative en dehors de cet intervalle. Le pointx = 4 sera donc en dehors de lÕintervalle
des racines si et seulement sif (4) < 0. Il reste ˆ exploiter cette condition :

f (4) = 16(m ! 6) ! 4(m ! 3) + 2m ! 11

= 14m ! 96 + 12 ! 11

= 14m ! 95

Il faut donc que 14m ! 95 < 0 dÕo•m < 95
14 $ 6.78.

La condition Þnale que doit vŽriÞerm est donc11/ 2 < m < 6.
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Solution question sŽrie C (ALG11.22)

Soit " lÕabscisse du pointC, la surfaceS est la somme de deux surfaceS1 et S2 :

S = S1 + S2

avec

S1 =
" !

0
p(x) dx

S2 =
" "

!
q(x) dx .

Pour la premi•re fonction, on a :

p(x) = ax aveca =
sin"

"
.

Pour la seconde fonction, elle est relative ˆ une parabole passant par les point(!, 0) et
(", f (" )) :

q(x) =
sin"

(" ! ! )2
(x ! ! )2

(lÕastuce ici est de considŽrer queq(x) est de la former (x ! s)2 au lieu de la forme habi-
tuelle ax2 + bx + c).

Les aires recherchŽes valent donc :

S1 =
" !

0

sin"
"

x dx =
#

sin"
"

x2

2

$!

0

=
sin"

"
" 2

2
= sin "

"
2

S2 =
" "

!

sin"
(" ! ! )2

(x ! ! )2 dx =
#

sin"
(" ! ! )2

(x ! ! )3

3

$"

!

= !
sin"

3
(" ! ! ) .

Au Þnal,

S = sin "
"
2

+
sin"

3
(! ! " ) =

sin"
6

(" + 2! ) .
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Solution question sŽrie D (ALG11.6)

Soit c = a + ib. Puisquec est solution de lÕŽquation :

(a + ib)2 + " (a + ib) + 1 = 0

D•s lors :

" =
! 1 ! (a + ib)2

a + ib

" = !
1

a + ib
! (a + ib)

" = !
a ! ib

(a + ib)(a ! ib)
! (a + ib)

" = !
a ! ib
a2 + b2

! (a + ib)

Puisquec appartient au cercle de rayon 1,a2 + b2 = 1 et lÕŽquation prŽcŽdente devient :

" = ! (a ! ib) ! (a + ib)

et on obtient Þnalement :
" = ! 2a
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UMONS FacultŽ Polytechnique
Examen dÕadmission 2011

Questions dÕanalyse avec solutions

Question sŽrie A (ANA11.3)

Etudiez la fonction
f (x) = x +

%
x2 ! 1

et faites-en une reprŽsentation graphique soignŽe

Question sŽrie B (AN11.13)

Deux robots sentinelles se dŽplacent pŽriodiquement sur 2 axes perpendiculaires (du
Nord au Sud et dÕEst en Ouest). Les deux axes sont de m•me longueur (2l) et se coupent
en leur milieu.

Pour simpliÞer les dŽplacements, il a ŽtŽ convenu que lorsquÕun des robots se trouve
au milieu, lÕautre doit •tre ˆ lÕune des extrŽmitŽs de son axe.

W E

S

N

R2

R1

Sachant que les vitesses des robots sont identiques et constantes (= v), ˆ quel moment
sont-ils les plus proches et ˆ quelle distance lÕun de lÕautre ?

Sachant que la vitessev = 3 km/h, identiÞez la valeur minimale del pour que les
robots ne soient jamais ˆ moins de 5m lÕun de lÕautre.

Question sŽrie C (AN11.11)

Etudiez la fonction
f (x) = x

%
x2 ! 1

et faites-en une reprŽsentation graphique soignŽe

6



Question sŽrie D (AN11.15)

Etudiez la fonction
f (x) = |x ! 2| +

1
|2x ! 1|

et faites-en une reprŽsentation graphique soignŽe.

Question sŽrie E (AN11.5) sans solution

Soit une surfaceS dŽlimitŽe par les courbesp(x), q(x) et lÕaxe des abscisses (voir Þgure) :
. le point C, point commun aux courbesy = p(x) et y = q(x), est le point de

coordonnŽes(", sin(" )) avec" " ]0, ! [.
. y = p(x) est une droite passant par lÕorigineA(0, 0) et le point C
. y = q(x) = sin(! )

(! " " )2 (x ! ! )2 est une parabole passant par les pointsB(!, 0) et C et
dont le sommet estB .

0.5 1 1 .5 2 2 .5 3
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0.8
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B

p(x)
q(x)

f (x)

Calculez la surfaceS et dŽterminez la valeur de lÕabscisse" du point C dans lÕintervalle
]!/ 2, 3!/ 4[ pour laquelle cette surface est maximale.

Question sŽrie A2 (AN11.8) sans solution

Etudiez la fonction :

f (x) =
ln2(x)

x2 + 2x + 4
et faites en une reprŽsentation graphique soignŽe. Le calcul de la dŽrivŽe seconde nÕest
pas demandŽ.

Aide : Pour vous aider ˆ dŽterminer les zŽros de la dŽrivŽe premi•re, la Þgure ci-dessous
reprŽsente les fonctionsf 1(x) et f 2(x) telles que :

f 1(x) = ln x

f 2(x) =
x2 + 2x + 4

x(x + 1)

Les deux courbes se croisent enx = 4, 0363.
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Solution question sŽrie A (AN 11.3)

1. Domaine :x2 ! 1 & 0 ' x ( ! 1 ou x & 1
dom(f )= ] ! ) , ! 1] * [1, + ) [

2. ParitŽ : ni paire, ni impaire

3. ZŽros :x = !
%

x2 ! 1 donc x2 = x2 ! 1 : impossible

4. Asymptotes
Ð AH :

limx# + $ f (x) = + )
limx#"$ f (x) = !) + )
Pour lever cette indŽtermination, on Žcrit :

f (x) =
(x +

%
(x2 ! 1))(x !

%
(x2 ! 1))

(x !
%

(x2 ! 1))
=

x2 ! x2 + 1

x !
%

(x2 ! 1)
=

1

x !
%

(x2 ! 1)

dÕo•limx#"$ f (x) = 0 " . On a lÕasymptote horizontaley = 0 lorsquex tend vers
!) .

Ð AO :
limx#$

f (x)
x = lim x#$ 1 +

%
x2" 1
x = 2 lim x#$ f (x) ! 2x = lim x#$ ! x +

%
x2" 1
x = 0

(voir calcul de lÕAH).
On a doncy = 2x comme asymptote oblique pourx ' + ) .

Ð limx#± 1 f (x) = ± 1

5. DŽrivŽef !

f !(x) = 1 +
1

2
%

x2 ! 1
2x = 1 +

x
%

x2 ! 1

ZŽros def ! : x%
x2" 1

= ! 1 dÕo• :x = !
%

x2 ! 1 et x2 = x2 ! 1, ce qui est impossible.
Tableau de signe def ! :
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x ! 1 +1
f !(x) ! !) / + ) +

6. DŽrivŽef !! :

f !!(x) =

%
x2 ! 1 ! x 2x

2
%

x2" 1

x2 ! 1
=

x2 ! 1 ! x2

(x2 ! 1)3/ 2
=

! 1
(x2 ! 1)3/ 2

ZŽros def !! : toujours nŽgative

7. Tableau de signe :

x ! 1 +1
f (x) ! ! 1 / 1 +
f !(x) ! !) / + ) +
f !!(x) ! !) / !) !

8. Graphe (ˆ faire)

Solution question sŽrie B (AN 11.13)

Convenons quÕˆ lÕinstantt = 0 le robot R1 soit au Nord et le robotR2 au centre. A un
instant t, R1 se trouve en0, l ! vt et le robot R2, en (vt,0), o• v est la vitesse commune
des deux robots. Ces positions sont correctes lorsquevt est infŽrieur ˆ l . Le carrŽ de la
distanced2 entre les deux robots est

D + d2 = v2t2 + ( l ! vt)2

= l2 ! 2lvt + 2v2t2

d est minimum si D est minimum (card & 0. On a :

D !(t) = ! 2lv + 4v2t

DÕo•,D !(t) = ! 2lv + 4v2t et D !(t) = 0 ssi t& = 2lv
4v2 = l

2v . Il sÕagit bien dÕun minimum
puisqueD(t) est une parabole ˆ concavitŽ tournŽe vers le bas. On a donc, comme position
des robots assurant la distance minimale,

R1(t&) = (0 , l/ 2) et R2(t&) = ( ! l/ 2, 0).

On a encore :

d(t) =
%

(l/ 2)2 + ( l/ 2)2 =

%
2

2
l.

Si v = 3km/h et dmin = 5m, lmin =
%

2.dmin = 5
%

2m

9



Solution question sŽrie C (AN11.11)

Domaine de dŽÞnition : x2 ! 1 > 0 , x " ] ! ) , ! 1] * [1, ) [

ParitŽ : y(x) est une fonction impaire, on peut dŽlimiter lÕŽtude dans lÕintervalle [1, ) [

Limites

lim
x# 1!

y(x) = 0 + (pas dÕasymptote)

lim
x# + $

y(x) = + ) ; lim
x# + $

y(x)
x

= + ) (pas dÕasymptote)

Racines : x = ± 1 dans lÕintervalle[1, ) [. La fonction y(x) est donc positive dans ce
m•me intervalle.

DŽrivŽe premi•re

y!(x) =
%

x2 ! 1 + x
1

2
%

x2 ! 1
2x =

(x2 ! 1) + x2

%
x2 ! 1

=
2x2 ! 1
%

x2 ! 1

Il appara”t que les racines du numŽrateur ne se trouvent pas dans lÕintervalle[1, ) [.

x 1 +)
y!(x) +

La fonction y!(x) est Žgalement positive, la pente dey(x) lÕest Žgalement.

lim
x# 1!

y!(x) = lim
x# 1!

2x2 ! 1
%

x2 ! 1
= + ) , tangente verticale

DŽrivŽe seconde

y!!(x) =
4x

%
x2 ! 1 ! (2x2 ! 1) 2x

2
%

x2" 1

(
%

x2 ! 1)2
=

4x(x2 ! 1) ! x(2x2 ! 1)
(x2 ! 1)3/ 2

=
4x3 ! 4x) ! 2x3 + x)

(x2 ! 1)3/ 2

=
2x3 ! 3x

(x2 ! 1)3/ 2

=
2x(x2 ! 3/ 2)
(x2 ! 1)3/ 2

x 1
%

3/ 2 +)
y!!(x) ! 0 +

10



En rŽcapitulatif,

x 1
%

3/ 2 +)
y!(x) + ) + + + + )
y!!(x) ! 0 +
y(x) 0 - I - + )& '

Les coordonnŽes du point dÕinßexion est :y(
%

3/ 2) =
%

3/ 2
(

3
2 ! 1 =

(
3
4. La pente

vaut y!(
%

3/ 2) = 3" 1%
1/ 2

=
%

8.

Point intŽressant ˆ tracer : y(2) = 2
%

4 ! 1 .= 3,2.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

pente =
%

8

%
3/ 2

%
3/ 4

x

y(
x)

Figure 1 Ð TracŽ de la fonction

Solution question sŽrie D (AN11.15)

Domaine de dŽÞnition : / \ { 1/ 2}

ParitŽ : aucune paritŽ.

Racines : aucune racine. La fonction est strictement positive.

11



Valeurs particuli•res : 1/ 2 et 2. En 2, la fonction vaut f (2) = 1 / 3

x 1/ 2 2

f (x) 2 ! x + 1
1" 2x + ) 2 ! x + 1

2x" 1 1/ 3 x ! 2 + 1
2x" 1

DŽrivŽe premi•re

x 1/ 2 2

f !(x) ! 1 + 2
(1" 2x)2 ! 1 ! 2

(2x" 1)2 1 ! 2
(2x" 1)2

DŽrivŽe seconde

x 1/ 2 2

f !!(x) 8
(1" 2x)3 ! 8

(1" 2x)3 ! 8
(1" 2x)3

Recherche des asymptotes

¥ asymptote verticale : enx = 1/ 2.
¥ asymptote horizontale : il y en a pas.
¥ asymptote oblique : en!) , y = 2 ! x ; en + ) , y = x ! 2.

En rŽcapitulatif,

x !)
1"

%
(2)

2 1/ 2 2 +)
f !(x) ! 0 + (ind.) ! ! 11

9
| 7

9
+

f !!(x) + + + + (ind.) + + +
f (x) + ) 0 min - + $ |+ $ 0 1/3 - + )

A.O.
'

non dŽrivable A.O.

Points intŽressants :1"
%

2
2 $ ! 0,2; f

)
1"

%
2

2

*
$ 2,9; f (2) = 1

3.
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2
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1
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1
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x ! 2

x

f
(x

)

Figure 2 Ð TracŽ de la fonction
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FACULTE POLYTECHNIQUE DE MONS
Examen dÕadmission

Alg`ebre - Analyse Ð Groupe E
Mardi 6 juillet 2010

Question 1 (ALG10.14)

R«esoudre lÕ«equation suivante, pourz complexe

z =
z2

i ! z

A quelle condition f (z) = z2

i ! z est-il un imaginaire pur?

Solution

Ð Condition dÕexistence de la solution :z "= i
Ð z = 0 est solution.
Ð Si on supposez "= 0, on peut simpliÞer parz, ce qui donne:

1 =
z

i ! z
dÕo`u lÕon tire:

i ! z = z

i = 2z

z =
i
2

Ð Les solutions sont donc:z = 0 et z = i
2

f (z) = z2

i ! z est un imaginaire pur si la partie r«eelle de la fonction est nulle.
Soit z = a + ib. Cela donne:

f (z) =
z2

i ! z
=

a2 ! b2 + 2 iab
i ! a ! ib

=
(a2 ! b2 + 2 iab)(! a ! i (1 ! b))
(! a + i (1 ! b))( ! a ! i (1 ! b))

=
! a(a2 + b2 ! 2b) + i (! a2b! b3 ! a2 + b2)

a2 + (1 ! b)2



La partie r«eelle def (z) est nulle sia(a2 + b2 ! 2b) = 0. LÕensemble des points
du plan complexe v«eriÞant cette condition est la r«eunion de lÕaxe imaginaire
pur a = 0 et du cercle de rayon 1 centr«e eni («equation: a2 + ( b! 1)2 = 1),
le point z = i exclu. Cet ensemble est repr«esent«e sur la Þgure ci-dessous.

Question 1 Bis (r« eserve) (ALG10.08)

R«esoudre lÕ«equation suivante en sachant que ses racinesx1, x2 et x3 forment
une progression g«eom«etrique (x2 = x1r et x3 = x1r 2 avecr r«eel):

x3 !
7
12

x2 +
7
72

x !
1

216
= 0

Solution

Il vient:

(x ! x1)(x ! x2)(x ! x3) = 0

(x ! x1)(x ! x1r )(x ! x1r 2) = 0

x3 ! (x1r 2 + x1r + x1)x2 + ( x2
1r 3 + x2

1r 2 + x2
1r )x ! x3

1r 3 = 0

2



On identiÞe les coe!cients et on a:

! x3
1r 3 = !

1
216

= !
1
63

! x1r 2 ! x1r ! x1 = !
7
12

x2
1r 3 + x2

1r 2 + x2
1r =

7
72

On a donc:

x1 =
1
6r

r 2

6r
+

r
6r

+
1
6r

=
7
12

r peut donc valoir 2 ou1
2. Dans les 2 cas, les trois racines valent:1

3, 1
6 et 1

12.

Question 2 (ANA10.13)

Etudiez la fonction suivante:

f (x) = x !
ex ! 2
ex + 1

Solution

Ð Domaine def (x) : x # R
Ð Racines de la fonction:

x ! ex ! 2
ex +1 = x(ex +1) ! ex +2

ex +1

Donc, x(ex + 1) ! ex + 2 = 0 ou ex = ! x+2
x! 1. LÕanalyse de cette fonction

montre quÕil existe une racine situ«ee entre -2 et 1.
Ð Remarque: on peut mettre la fonction sous la forme:f (x) = x ! 1+ 3

ex +1

Ð Asymptotes

Ð Asymptote verticale: n«eant
Ð Asymptote horizontale:

lim x" + # f (x) = + $ et lim x"!# f (x) = !$ .
Il nÕy a donc pas dÕasymptote horizontale

Ð Asymptote oblique:
y = mx + p avecm = lim x" + #

f (x)
x et p = lim x" + # f (x) ! mx.

3



On a donc pour lÕasymptote oblique en +$ :
m = lim x" + # 1 ! 1

x + 3
x(ex +1) = 1

p = lim x" + # x ! 1 + 3
ex +1 ! x = ! 1

La première asymptote oblique a pour «equation:
A.O. en +$ : y = x ! 1
On a ensuite pour lÕasymptote oblique en!$ :
m = lim x"!# 1 ! 1

x + 3
x(ex +1) = 1

p = lim x"!# x ! 1 + 3
ex +1 ! x = 2

La seconde asymptote oblique a pour «equation:
A.O. en !$ : y = x + 2

Ð D«eriv«ee première:
f $(x) = 1 + ! 3ex

(ex +1) 2 = e2x +2 ex +1 ! 3ex

(ex +1) 2 = e2x ! ex +1
(ex +1) 2

f $(x) ne sÕannule pas%x et f $(x) > 0 %x, la fonction est donc toujours
croissante.

Ð D«eriv«ee seconde:
f Ó(x) = (2e2x ! ex )( ex +1) 2 ! (e2x ! ex +1)2( ex +1) ex

(ex +1) 4

f Ó(x) = 2e3x +2 e2x ! e2x ! ex ! 2e3x +2 e2x ! 2ex

(ex +1) 3

f Ó(x) = 3e2x ! 3ex

(ex +1) 3 = 3ex (ex ! 1)
(ex +1) 3

f Ó(x) = 0 si ex ! 1 = 0. La d«eriv«ee seconde sÕannule enx = 0. Il y a
donc un point dÕinßexion.
La valeur de la fonctionf (x) en ce point vaut f (x) = 1

2. La racine de
la fonction sera donc comprise entre! 2 et 0.

Ð Tableau des variations:

-2 0
f $(x) +++ +++ +++ +++ +++ +++ +++
f Ó(x) Ñ Ñ Ñ Ñ 0 +++ +++
f (x) A.0. & y = x + 2 ' ' 0 P.I. ' A.O. & y = x ! 1

4
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UNIVERSITE DE MONS

FACULTE POLYTECHNIQUE

Examen dÕadmission - Alg•bre et Analyse

Groupe C - Lundi 5 juillet 2010

Question 1 (AN10-11)

Soit lÕŽquation :

x3 ! 9x ! m
!
x2 ! 1

"
= 0

o• m est un param•tre rŽel. Montrez que cette Žquation
a trois solutions rŽelles quelle que soit la valeur dem en
Žtudiant les variations de la fonction :

y = f (x) =
x3 ! 9x
x2 ! 1

Question 2 (AL10-18)

Vous dŽsirez construire une piscine chau!Že. De mani•re
ˆ Žviter les pertes thermiques avec le sol, vous dŽcidez de
placer un isolant sur chacune des parois (aussi bien les
murs que le sol). Si la hauteur intŽrieure de la piscine est
ÞxŽe ˆ 2 m et que le volume utilisŽ de lÕisolant est de 84 m3,
quelle sera la longueur intŽrieure de la piscine si celle-ci
vaut le double de la largeur ? LÕŽpaisseur de lÕisolant est
de 1 m.
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Solutions

Question 1 (AN10-11)

f (x) est la fonction obtenue en isolant le param•trem de lÕŽquation. D•s lors,
les solutions de lÕŽquation sont les abscisses des points o•le graphe de la fonction
y = f (x) = x

3 ! 9x

x
2 ! 1 coupe lÕhorizontaley = m. Il faut donc montrer que le graphe

de f (x) coupe exactement trois fois toute horizontale.

Domaine

x "= 1

x "= ! 1

On peut supposer quex "= ± 1 car ces valeurs ne sont jamais solutions de
lÕŽquation.

Racines
x3 ! 9x = 0 # x = 0 ou x2 ! 9 = 0

Les racines def (x) sont donc x = 0 , 3, ! 3.

Asymptotes verticales

lim
x" 1

x3 ! 9x
x2 ! 1

= Ò
! 8
0

Ó

#

lim
x" 1+

x3 ! 9x
x2 ! 1

= !$

lim
x" 1!

x3 ! 9x
x2 ! 1

= + $

lim
x"! 1

x3 ! 9x
x2 ! 1

= Ò
8
0

Ó

#

lim
x"! 1+

x3 ! 9x
x2 ! 1

= !$

lim
x"! 1!

x3 ! 9x
x2 ! 1

= + $

# Asymptotes verticales enx = ± 1.

Asymptotes horizontales

lim
x" + #

x3 ! 9x
x2 ! 1

= + $

lim
x"!#

x3 ! 9x
x2 ! 1

= !$
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# Il nÕy a pas dÕasymptote horizontale.

DŽrivŽe

f $(x) =
(3x2 ! 9)(x2 ! 1) ! 2x(x3 ! 9x)

(x2 ! 1)2

=
x4 + 6 x2 + 9

(x2 ! 1)2

=
(x2 + 3) 2

(x2 ! 4)2

# La pente def (x) est toujours positive.

En conclusion

¥ La fonction est continue sur!$ , ! 1[, ] ! 1, 1[ et ]1, + $ [.

¥ f (x) prend toutes les valeurs rŽelles sur chacun des ces intervalles.

¥ La pente est positive partout.

# Le graphe def (x) coupe exactement trois fois toute horizontale.
# LÕŽquationx3 ! 9x ! m(x2 ! 1) = 0 a trois solutions rŽelles quelle que soit
la valeur de m.

!15 !10 !5 0 5 10 15
!40

!30

!20

!10

0

10

20

30

40

x

f(
x)

Question 2 (AL10-18)

DonnŽes

Volume de lÕisolant :V = 84 m3

Epaisseur de lÕisolant :e = 1 m
Hauteur intŽrieure de la piscine :h = 2 m
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ReprŽsentation graphique

RŽsolution

V = (2 x + 2 e)e(x + 2 e) + 2(2 x + 2 e)eh+ 2 hex

= 2 ex2 + (4 e2 + 2 e2 + 4 eh+ 2 eh)x + 4 e3 + 4 e2h

= 2 x2 + 18x + 12 = 84

#

2x2 + 18x ! 72 = 0

x2 + 9 x ! 36 = 0

! = 225 et les solutions de lÕŽquation sontx = 3 et x = ! 12. La derni•re
solution est ˆ rejeter. D•s lors, la largeur de la piscine estde trois m•tres et sa
longueur de 6 m•tres.
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ALG09.15

R«esoudre et discuter le système dÕ«equations :
!
"

#

x +2my +(2 m ! 1)z = 2m + 1
3x +2y +2mz = 3
(2m ! 1)x +2my +(2 m + 1) z = 2m ! 1

Solution

En «eliminant x entre (2) et (1) et entre (3) et (1), on trouve :
$

2(1 ! 3m)y +(3 ! 4m)z = ! 6m
! 4m(m ! 1)y ! 2m(2m ! 3)z = ! 2m(2m ! 1)

Si m "= 0, on peut simpliÞer la dernière relation, ce qui donne :
$

2(1 ! 3m)y +(3 ! 4m)z = ! 6m
2(m ! 1)y +(2 m ! 3)z = (2 m ! 1)

Ces deux «equations sont compatibles si le d«eterminant est di!«erent de z«ero :

" =

%
%
%
%
2(1 ! 3m) (3 ! 4m)
2(m ! 1) (2m ! 3)

%
%
%
%= ! 4m(m ! 2) "= 0

m "= 0 et 2

y =

%
%
%
%

! 6m (3 ! 4m)
(2m ! 1) (2m ! 3)

%
%
%
%

"
=

! 4m2 + 8m + 3
! 4m(m ! 2)

z =

%
%
%
%
2(1 ! 3m) ! 6m
2(m ! 1) (2m ! 1)

%
%
%
%

"
=

m + 1
2m(m ! 2)

et :
x =

! 2m + 1
2m(m ! 2)

m = 0

Le système dÕ«equations devient :
!
"

#

x ! z = 1
3x +2y = 3
! x + z = ! 1

dont la solution est : $
z = x ! 1
y = 3 1! x

2
x # R

m = 2

Le système dÕ«equations devient :
!
"

#

x +4y +3z = 5
3x +2y +4z = 3
3x +4y +5z = 3

qui est «equivalent à : !
"

#

x +4y +3z = 5
2y + z = 0
2y + z = 3

ce qui est impossible.



2

ANA09.7

D«eterminez a et b pour que :

f (x) =
x2 + ax + b

x

avecb > 0, ait un maximum (local) «egal à 2 et un minimum (local) «egal à 6.

Solution

Il faut supposer quex "= 0. On recherche les valeurs de x qui annulent la d«eriv«ee def .

f "(x) =
x(2x + a) ! (x2 + ax + b)

x2

=
x2 ! b

x2

Tableau de signe def " :

x !
$

b 0
$

b
f "(x) + 0 - / - 0 +
f (x) % max & / & min %

Pour que la valeur def en son maximum local!
$

b soit 2, il faut que :

b! a
$

b+ b

!
$

b
= 2

dÕoù :
2
$

b! a = ! 2

Pour que la valeur def en son minimum local
$

b soit 6, il faut que :

b+ a
$

b+ b
$

b
= 6

dÕoù :
2
$

b+ a = 6

Des «equations pr«ec«edentes, on d«eduit ais«ement :

4
$

b = 4 ' b = 1 car on a suppos«eb > 0

a = 2 + 2
$

b ' a = 4



FACULTE POLYTECHNIQUE DE MONS
Examen dÕadmission

Algèbre - Analyse Ð Groupe Charleroi
Mardi 30 juin 2009

Question 1 (ANA09.02)

Un designer conücoit une nouvelle carafe. Il sÕagit dÕun volume de r«evolution engendr«e par la
rotation de la courbe x = 4 − y + 1

2. sin(!.y ) autour de lÕaxe vertical.
Repr«esentez la courbe g«en«eratrice de cette carafe, et calculez le volume ainsi d«eÞni pour
y ∈ [0, 2].

Remarque. Formule pour le calcul dÕun volume de r«evolution engendr«e par la rotation dÕun
arc de courbe dÕ«equationy = f (x), x ∈ [a, b] autour de lÕaxe horizontalOx :

V = !
! b

a
f 2(x)dx

Adaptez la formule au cas où lÕarc de courbe tourne autour de lÕaxeOy.

Solution

V = !
! 2

0

"
4− y +

1
2

. sin(!.y )
#2

dy

= !
! 2

0

"
16 + y2 +

1
4

. sin2(!.y ) − 8y + 4 sin( !.y ) − y sin(!.y )
#

dy

= !
" ! 2

0
(16− 8y + y2)dy + 4

! 2

0
sin(!.y )dy +

1
4

.
! 2

0
sin2(!.y )dy −

! 2

0
y. sin(!.y )dy

#

= !
"
16y − 4y2 +

y3

3
− 4.

cos!.y
!

+
1
8

y − sin(!.y ). cos(!.y )
8.!

+ y.
cos(!.y )

!
− sin(!.y )

! 2

#2

0

= !
"
32− 16 +

8
3
− 4

!
+

2
8

+
2
!

+
4
!

#

= !
"
16 +

8
3

+
1
4

+
2
!

#

= 2 +
227
12

! ≈ 61.4285,



car
!

y. sin(!.y )dy = y.
− cos(!.y )

!
−

! − cos(!.y )
!

dy

= y.
− cos(!.y )

!
+

sin(!.y )
! 2

!
sin2(!.y )dy = −sin(!.y ). cos(!.y )

!
+

!
cos2(!.y )dy

= −sin(!.y ). cos(!.y )
!

+
!

1− sin2(!.y )dy

= −sin(!.y ). cos(!.y )
!

+ y −
!

sin2(!.y )dy

=
1
2

y − sin(!.y ). cos(!.y )
2.!

.

Question 2 (ALG09.05)

Vous faites une descente de la Lesse en kayak et vous avez pique-niqu«e sur la berge à midi.
Vous reprenez la descente à 13h. LÕesprit un peu engourdi par la digestion, ce nÕest quÕaprès 2
kilomètres de descente que vous vous apercevez que vous avez oubli«e votre appareil photo sur
la berge où vous avez mang«e. Vous d«ecidez de remonter en pagayant à contre-courant pour
r«ecup«erer votre appareil. Vous atteignez votre lieu de pique-nique à 17h, soit 4h après lÕavoir
quitt«e. Heureusement, lÕappareil est toujours là.

Calculez votre vitesse moyenne par rapport à lÕeau si on suppose que :
Ð la vitesse du courant est de 2km/h
Ð votre vitesse par rapport à lÕeau est la möeme que vous ramiez dans le sens du courant

ou à contre-courant.

Solution

La vitesse moyenne par rapport à lÕeau est not«eev. La vitesse par rapport à la berge est
donc v + 2 (km/h) dans le sens du courant et v − 2 (km/h) à contre-courant.

Temps de descente : 2
v+2

Temps de remont«ee : 2
v! 2

On a : 2
v+2 + 2

v! 2 = 4.
R«esolvons cette «equation pour trouverv :

2(v + 2) + 2( v − 2) = 4( v2 − 16)

4v = 4v2 − 16

4(v2 − v − 4) = 0

On trouve :

v =
1±

√
17

2
On a donc v ≈ 2.56 km/h ; la deuxième solution de lÕ«equation est à rejeter car n«egative.

2
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ANA09.10

Etudiez la fonction :
f (x) = x2 (ln x − 2)

Solution

Ð Domaine def (x) : 0 < x < +∞.
Ð Assymptote verticale :

lim
x ! 0+

f (x) = lim
x ! 0+

ln x − 2
x" 2

= lim
x ! 0+

x" 1

−2x" 3

= lim
x ! 0+

−
x2

2
= 0

Il nÕexiste pas dÕA.V. en 0+

Ð Assymptote horizontale :
lim

x ! + #
f (x) = + ∞

Il nÕexiste pas dÕA.H.
Ð Assymptote obliquey = mx + p :

m = lim
x ! + #

f (x)
x

= lim
x ! + #

x (ln x − 2) = + ∞

Il nÕexiste pas dÕA.O.
Ð Z«eros def (x) :

lim
x ! 0+

f (x) = 0

f (x) = 0 en x = e2 ≈ 7.4

Ð D«eriv«ee première :
f $(x) = x (2 ln x − 3)

lim
x ! 0+

f $(x) = 0

Elle sÕannule pourx = e3/ 2 ≈ 4.5.
Ð D«eriv«ee seconde :

f Ó(x) = 2 (ln x − 1)

Elle sÕannule pour etx = e≈ 2.7.
Ð Tableau synth«etique

0 e e3/ 2 e2

fÕ 0 - - - 0 + + +
fÓ - - 0 + + + + +
f ↘ ↘ ↘ ↘ min ↗ 0 ↗
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ALG09.4

Comment partager un carr«e en deux rectangles dont le plus petit peut sins«erer dans le plusgrand
avec chacun de ses sommets plac«es sur chacun des cöot«es du plus grand ?

Soit le carr«eABCD et EF le segment parallèleàAB qui partage le carr«e en deux rectanglesABFE et
CDEF (Þg. a). On suppose par convention que le plus petit des deux rectangles estABFE . On souhaite
obtenir la Þgure (b) dans laquelleABFE sinsère dansCDGH qui est un rectangleidentiqueà CDEF .

On choisira dÕexprimer le problème en fonction des variablesx = |AE | et ! = !AEG . La longueur du
cot«e du carr«eABCD est «egale à 1.

x

A B

CD

E
F x A

B

CD

E

F

HG
q

(a) (b)

Solution

On exprime ais«ement queGA + AH = 1 et que GE + ED = 1 − x. Il vient donc le système :
!

x sin ! +1 cos! = 1
x cos! +1 sin ! = 1 − x

En «eliminant x de ces deux «equations, on a :

1− cos!
sin !

cos! + sin ! = 1 −
1− cos!

sin !
cos! − cos2 ! + sin 2 !

sin !
=

sin ! − 1 + cos!
sin !

sin2 ! − cos2 ! − sin ! + 1
sin !

= 0

2 sin2 ! − sin !
sin !

= 0

sin ! =
1
2

Donc, ! = !
6 . On a x = 2 −

√
3 et le cöot«eGD =

√
3− 1.



1

ANA09.16

Etudiez la fonction :
f (x) = sin

! !
2

ex
"

et faites-en une repr«esentation soign«ee pourx ! [" 5; 2].
On trouvera ci-après le graphe de la fonctionz = ln t.
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Remarque : ne pas calculer la d«eriv«ee seconde.

Solution

Domaine : Le domaine def (x) est R. f (0) = 1 et " 1 # f (x) # +1

Parit«e : La fonction nÕest ni paire, ni impaire, ni p«eriodique.

Asymptote verticale : aucune

Asymptote horizontale : oui car :
lim

x !"#
f (x) = 0

Z«eros :
0 = sin

! !
2

ex
"

$
!
2

ex = k! $ x = ln(2 k) avec k = 1 , 2, 3. . .

k = 1 $ x1 = ln(2) % 0.7

k = 2 $ x2 = ln(4) % 1.4

k = 3 $ x3 = ln(6) % 1.8

k = 4 $ x4 = ln(8) % 2.1

D«eriv«ee première :
f $(x) =

!
2

ex cos
! !

2
ex

"

La d«eriv«ee sÕannule en :

0 = cos
! !

2
ex

"
$

!
2

ex = (2 k + 1)
!
2

$ x = ln(2 k + 1) avec k = 0 , 1, 2, . . .
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k = 0 $ x0 = ln(1) = 0 .0 $ max

k = 1 $ x1 = ln(3) % 1.1 $ min

k = 2 $ x2 = ln(5) % 1.6 $ max

k = 3 $ x3 = ln(7) % 1.9 $ min

Remarque : les z«eros de la d«eriv«ee correspondent «evidemment aux abscisses pour lesquellesf (x) =
± 1.

Tableau r«ecapitulatif

x "& 0 0.7 1.1 1.4 1.6
f $(x) 0 + 0 " " " 0 + + + 0
f (x) 0 ' +1 ( 0 ( " 1 ' 0 ' +1

!5 !4 !3 !2 !1 0 1 2
!1

!0.8

!0.6

!0.4

!0.2
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0.4
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0.8
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ALG09.6

Recherchez les solutions x et y du syst«eme suivant :
#

(1 + i )x +2y = 1 " i
x " iy = i

où i 2 = " 1. Notez quex et y peuvent öetre des nombres complexes.

Solution

On garde la première «equation et on remplace la seconde par la premièe multipli«ee par i plus la
seconde multipli«ee par 2 ; on a : #

(1 + i )x +2y = 1 " i
(i + 1) x = 1 + 3 i

En multipliant la seconde «equation par 1" i , on obtient successivement :

(1 + i )(1 " i )x = (1 " i )(1 + 3 i )

2x = 4 + 2 i

x = 2 + i

En injectant la valeur de x dans la première «equation on trouve :

2y = 1 " i " (1 + i )(2 + i )

2y = 1 " i " 1 " 3i

y = " 2i
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