UNIVERSITE DE MONS
FACULTE POLYTECHNIQUE
Examen dOadmission - Algebre et Analyse

Groupe B - Mercredi 2 juillet 2014
solutions

Question 1 (ALG14-18)

Pour rZaliser deux t%.ches de calcul, on dispose de deux ordinateurs
dilZrents, dont on supposera les vitesses constantes mais pas nZ-
cessairement identiques v, et v, sont exprimZes en pZtaFLOP par
seconde, o* le FLOP B FLoating-point OPeration D est I0unitZ de
mesure de la quantitZ de travail informatique et pZta est un prZbxe
multiplicatif (1 pZtaFLOP/s = 10 opZrations par seconde).
Lorsque le premier ordinateur rZalise la premiere t%.che et que le
second ordinateur rZalise la seconde, ils utilisent chacun le meme
temps. Par contre, pour rZaliser IQautre t%.che, ils mettent respecti-
vement 9 secondes et 4 secondes pour arriver au bout.

DZterminez la taille des deux t%.ches (en pZtaFLOP) en sachant que
la quantitZ totale de travail est de 60 pZtaFLOP. DZterminez aussi
la vitesse de chacun des deux ordinateurs.

Question 2 (ANA14-03)

Rechercher IOensemble des fonctidr{g), dZbnies et dZrivables sur
10; +! [, vZripant les deux conditions suivantes :

1. pour tout nombre rZelx strictement positif,
xfi(x)" f(x)= x%,
2. pour tout nombre rZelx strictement positif,

_ ()
= X

g(x

si g(x) est une fonction dZPnie sur le meme intervalle.
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Solutions

Question 1 (ALG14-18)

En notant x; la taille de la premiere t%o.che ek, la taille de la seconde, on a que

X1+ X2 =60
X1, X2 g
Vi V2
X1 _g
V2
X2 _y
Vi

En extrayant x», = 60 " x; de la premiere Zquation, en exprimant les vitesses
"~ partir des 2 dernieres expressions, et en injectant le tout dans la deuxisme
Zquation, on obtient, apres mise au meme dZnominateur,
4x3" 960" x1)°=0
5.x3" 2.9.60x; +9.60° =0

Le rZalisant de cette Zquation vaut

I =(2.9.607" 4.5.9.60°
=22.607.9.(9" 5)
=22.607.3%.2
= (12.60)?

et les racines

(. = 29.60% 2660
= 25
=(3 % 2).36

La rZsolution de cette Zquation donne deux valeurs pouxi, soit 180 (qui nOest
pas compatible avec la quantitZ totale) soit 36. En prenantx, = 36 pZtaFLOP,
on a quex, = 24 pZtaFLOP. On en dZduit quev, = 6pZtaFLOP/s et v, =
4pZtaFLOP/s .
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Question 2 (ANA14-03)

La fonction g est dZrivable sur]0,+! [ en tant que quotient de fonctions dZri-
vables sur]0, +! [ dont le dZnominateur ne sOannule pas si0, +! [.
De plus, pour x > 0,

xaf '(x)" 1&f (x) _ x2e?x _ o

) —
g (X) - XZ X2 (1)
Par ailleurs, il existe un rZelc tel que, pour tout rZel x > 0,
1 X
g(x) = ée2 +cC. )
On a donc
1
f(x)= g(x)x = Exezx +CX . 3)
La premiere condition reste bien vZribZe puisque :
! " ! "
xf'x)" f(x)= x %eZX +xe+c " %erX + cX (4)
— 1 X 2 2X " 1 X
-Exe2 + x%e® + cx Exe2 + CX (5)
=e? . (6)

Les fonctionsf vZribant les deux conditions imposZes sont les fonctions dZbnies
sur]0,+! [ par

f(x)= %xe2X + cX

oe c est un rZel.
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UNIVERSITE DE MONS
FACULTE POLYTECHNIQUE
Examen dOadmission - Algebre et Analyse

Groupe A - Mercredi 2 juillet 2014
Solutions

Question 1 (ALG14-10)
RZsoudre 10inZgalitZ suivante :
l0g; (x) (3 — 1) +10g 4y VX — 1 < In(mx + 1)
avecm un parametre rZel, et
fO)= ¢, gx)=enz

Discutez en fonction dam.

Question 2 (ANA14-17)

DZterminer la fonctionf (x) : R — R telle que
P f'(x) est un polyn™me de degrZ 3

P f'(x) est une fonction impaire

P f'(x) admet une racine erx = 2

bf(v2)= —7etf(4) =133
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Solutions

Question 1 (ALG14-10)

Les conditions d’existence s’écrivent :

J(x) € RS\ {1} = 2 70

xT

.
g@) € Ry \ {1} > 5 #0 5 2 70
1
3x71>0é17>}
3
-1
mr+l>0=>2>—
m
Nous avons successivement :
1
_ _ 1)z
In(3x 1)+|n(3;v x1) <In(mz +1)
In ex Ineaxt2
1 4y — 2 L
SIn@r—1)+ 2~ Sin@z—1)? <In(mz+1)
T

4x! 2

|n§3x—1)%+|n(3x—1)% < In(ma+1)

"
4x! 2

In Bz — 1) Gz — 15" <In(ma+1)

In@Bz — )G 257) <In(ma +1)
In(3z — 1)® < In(ma +1)
(3m—1)2§mx+1
9:62+1—6x§mx+1

9% —(m+6)z<0

z(Qz —(m+6)) <0

Les racines de (9 — (m +6)) sont z =0 et z = m;G . Dés lors, les solutions
de (92 — (m +6)) < 0 sont données par :

# +6$ +6
T € 0,m si >0c.ad . sim>—-6
9 9
+6 $ m+6
T € mn ;0 si <0cad sim< —6
9 9
r=0sim= -6

En tenant compte de la quatriéme condition d’existence :

mee® mes 1o
3 9 si 9 3c.a..blm

En appliquant m > —3, la derniére condition d’existence, on trouve z > %

et elle est donc respectée. Si m < —3, l'inégalité ne posséde pas de solution.
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Finalement, en prenant aussi en compte la troisiéme condition, on trouve :

:Jc€$} }#u$} m+6® si™m*8 lerd sims 22
32 29 9 2 2
ve 220 G0 Lerd sim<
3 P 9 2 2
T € }} Sim+6:}C.A.d.Sim>7—3
32 9 2 2

En conclusion :

Sim < =3, il n’y a pas de solution.

Sim>—%:
#
AT
TS 32 2’ 9
Si-3<m<-3:
€$}m+6$
TS 379
Sim:—%:
”
i
TS 32
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Question 2 (ANA14-17)

On peut écrire f'(z) sous la forme d’un produit de facteurs, en sachant que
l'imparité de f' implique que 0 soit racine, et qu’il y ait symétrie pour les autres
racinesz =2 et x = —2:

fi(2) = ax(z—2)(x+2)= azx(2z?—4)= a(z® - 4z)

ol a € R. Et donc

% , 4 ,&
f(z)=a %*% + =%x4—2a.x2+c
On a ensuite
f(\ﬁ)z %.4*2&.24'0 =c¢c—3a= -7
f(4) = %.256— 20,16 + ¢ = ¢+324 =133

On en déduit que 35a = 140 et donc a =4 ; et puis, ¢ =5.
Finalement,

f(z)= z* — 822 +5

120

a0

Représentation de f(z) et de sa dérivée premiére.
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UMONS FacultZ Polytechnique
Examen dOadmission

Algebre - Analyse N  Groupe B2
Mardi 3 septembre 2013

Question 1 (ALG13-3)

Dans IOensemble des nombres compleesnontrer que
L+i)°=18i (1)
Tenant compte de la relation (1), dZterminer une solution de 10Zquation
z2=18i (2)

DZmontrer que cette Zquation possede une autre solution ; Zcrire cette solution sous forme
algZbrique.

DZduire Zgalement de la relation (1) une solution de I0Zquation

=18 (3)

Question 2 (ANA13-8)

Soit la courbeC du plan, dZbnie par la fonctiory = f (x) = 2x ! %)

X2

ConsidZrons le domain® situZ entre la courbeC, son asymptote oblique et les droites
x =1 et x = n (n entier positif non nul).

On demande :
b de calculer |IOaire du domair®;
b dOZvaluer la valeur limite de IQaire quamdend vers 10inPni.



UMONS FacultZ Polytechnique
Examen dOadmission

Algebre - Analyse N  Groupe A2
Vendredi 6 juillet 2013

Question 1 (ALG13-17)

Pour dessiner une route agrZable " la conduite, on souhaite utiliser 2 paraboles, en veillant
" ce quOelles se raccordent propreménDonner les expressions de ces 2 paraboles, en
sachant que la premiere parabole possede deux zZros distincts : IOux enl et IQautre
enx = 3; que la seconde parabole possede un sommetxern ! 3,y =9 ; et que les deux
paraboles se coupent sur [Oaxe vertical et, en cet endroit, possedent la meme pente.

Question 2 ANA13-17

Je dZsire construire un abri de jardin dont la surface au sol soit un trapsze isocsle ABCD.
Comme je dispose de planches de bois de 4m de longueur, je dZcide que le trapeze aura
trois c™tZs de 4m; la grande base AD du trapeze sera plus grande. Je voudrais que mon
abri de jardin ait une surface au sol la plus grande possible. Pouvez-vous mQaider ?

Demandes :
1. reprZsenter graphiquement le trapeze ABCD en tenant compte des dimensions bxZes ;

2. dZterminer IOangle = BAD formZ par la grande base et un des c™tZs du trapeze
de fason que la surface au sol de IOabri soit maximale.

1. Dans la pratique autoroutiere, on utilise plut™t des troneons du 3e degrZ, en imposant la continuitZ
jusquQO~ I0ordre 2.
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Algebre - Analyse Groupe A Mardi 2 juillet 2013
Question ALG13-1

RZsoudre dan® IOinZquation suivante :
! !
X2+6x+8< x2+6x+11" 1

Solution question ALG13-1

Conditions dDexistence

X2+6Xx+8# 0

Le discriminant vaut 4 et les racines sont' 4 et " 2. La condition dDexistence sOZcrit
X $] n 4, n 2[.

Six $]" 4," 2|, la fonction x? + 6x + 11 est positive (fonction prZcZdente +3). Des lors,
la condition dOexistence globale sOZcrit :

xB]" 4," 2|
RZsolution

P M-
x2|+6x+8+1 < X2+6x+11

x2+6x+8+1+2; X2+6X+8 <x2+6x+11
2; X2+6X+8 < 2
" Xx2+6x+8<1

x>+6x+8< 1
X2+6x+7<0

I ' .
Le discriminant vaut 8 et les racines sont 3" 2et" 3+ 2. La solution sOZcrit donc :
1 _ I _
X$] 1] 3u 2’u 3+ 2[

En tenant compte des conditions dOexistence :
| |

X $]" 3" 2" 4%[" 2," 3+ 2[



Question ANA13-10

ConsidZrons une fonction parabolique dont le coelcient mtipliant x? est une fonction
linZaire du tempst. La parabole est donnZe par la fonctiop(x) = tx2. ConsidZrons
Zgalement une droitad(x) passant par le centre du repere et dont IOandle(voir la bgure
ci-dessous) est aussi une fonction linZaire du temps = t. Soit Sy, la surface dZlimitZe
par p(x) et d(x). On demande de dZterminer IOZvolution au cours du temps dppart

entre S; et la surface du triangle ABC (voir bgure).

p(x)

c d(x)

Solution question ANA13-10

Les fonctions sOZcrivent :

p(x) = tx?2
d(x) = tan( t)x

Soit (x;,V;) les coordonnZes du point dOintersection C. En Zcrivant que;) = d(x;) et
en ne considZrant pas la solutior; = 0, on obtient :

~_ tan(t)
ot
Des lors :
yi = d(xi) = tan:(t)
La surface du trangle ABC sOZcrit alors :
Sasc (1) = Xgi = Z_2Ltar;z(t)



La surfaceS;(t) est donnZe par :

Si(t) = /0 A" p(x)] dx

tan( t) tan( t)

x21 v [x3]
o 5], o5,
_tan(t) /tan(t)\*, t /tan(t)\®
-0 (%) s ()
_ 1tan3(t)
6 t2

Le rapport Silc(tzt) sOZcrit Pnalement :

Sty VU6 1

Swec() 12 3

Il sOagit donc dOune constante.




Algebre - Analyse Groupe B  Mercredi 3 juillet 2013

Question ALG13.6

La droite d; dOZquatiox " 2y + 10 = 0 rencontre le cercle dOZquatiord + y? = 100 au
point B dans le premier quadrant. Une droite passant pd, perpendiculaire " la droite
d; coupe |IOaxe dgsau point P de coordonnZef0, t). DZterminer la valeur det.

Solution Question ALG13.6
x" 2y+10=0
x? + y? =100

On arrive ~ une solution pour le point B en tirant x de la premiere Zquation et en
substituant dans la seconde :

(2y" 10¥ + y? =100
Apres dZveloppement, on obtient :
By?" 40y = 100
y(5y" 40)=0
On a N
b soity =0 et x = " 10 qui nOest pas dans le premier quadrant

b soity = 8 et x = 6, qui correspond au pointB.
On obtient ainsi queB a pour coordonnZe$s, 8).

La deuxisme droite d, passe parB, et est perpendiculaire ~ la droited,, et coupe I0axe
desy au point P(0,t).

Equation ded; :

y=1/2x+5
Equation ded; :
y=ax+b
d; est perpendiculaire “d, donc :
al/l2="1
Et donc :
a="2
Alors, 10Zquation dd, est :
y="2x+b

B appartient ~ d,, dOoe :8 = " 12+ b et b = 20 La droite d, qui passe parB et est
perpendiculaire “d; coupe |Oaxe des y au poif@, 20).

5



Question 2 ANA13.15

La piece mZtallique " fabriquer est le volume engendrZ par tatation autour de I0ax®©y
de I0aire comprise entre les courbes x2 ety =(x+1/4)? pourx # Oety & 4.

¥ ReprZsentez graphiquement IQaire en question.
¥ Calculez le volume de mZtal nZcessaire pour fabriquer laqgis

Solution Question ANA13.15

1. LOaire est comprise entre les deux courbes reprZseniZasssous :

4

>2r

% 05 1 15 2

2. Le volume de mZtal est donnZ par :

vV = " / 4R2(y)dy" " / ‘ r2(y)dy

0 1/ 16
|
¥ R(y) =? y=x*" x="y |
¥ r(y) =? y=(x+1/4)2"'" x="y" 14

. 42 . 4 ) :”{y_Z}: .
| Remay=" [ ray=" 1% =e

4

" /4 ady= [yt ovapdy = 0 [ v2 yeiiiey
1

/16 1/16 1/16

y? !
" {— " 1/3y3’2+1/16y} =5,5827T

2 1/16

( V=24173



Algebre - Analyse Groupe C Vendredi 5 juillet 2013
Question ALG13-10

Soientz; et z, deux nombres complexes alignZs avec le point de coordonn(@e8) dans
le plan complexe. Soit un troisiime nombre complexe situZ sur la bissectrice des axes
rZel et imaginaire dans le premier quadrant. Ces trois nonmds sont tels que :

z,+3" i=m
mz, " 5 =3

On demande de calculer la partie rZelle da.

Solution question AL13-10

Posonsm = a+ ib. Puisquem appartient ~ la bissectrice des axes rZel et imaginaire du
premier quadrant :
b=aetm=a+ ia

Des lors :
zz+3" i=m=a+ia( zz=(a" 3)+i(a+1l)

R _ 3+5i _ (3+5i)a" ia)

mz," 5 =3 ( Zz_a+ia_ el

Puisquez; et z, sont alignZs aved0, 0) dans le plan complexe :

= 2—;2 [(Ba+5a)+(5a" 3a)i]

atl _5a" 3a_1

a" 3 3a+b5a 4
1

+1= —(a" 3

a G

3 7

—a= —
4 4

et bnalement, la partie rZelle den vaut :




Question AN13-11

Calculer la primitive suivante :
| = X dx
1+ cosx
. .
Conseil : posery = 3.

Solution question AN13-11

En posanty = %, 10intZgrale " calculer devient :

_ 4y

= /1+coszydy
_ 4y
- /ZCoéydy

y
cogy dy

1 .
Coszy), on trouve :

| =2 (ytany" /tanydy)

/tanydy /smy / d(cosy) " In(] cosy|)

cosy cosy

En intZgrant par parties U=y et v' =

Puisque :

IOintZgrale devient :
| =2(ytany +In(|cosyl))

Finalement :
X X
| = xtani +21In (‘cosé‘) + Cte



Question subsidiaire ALG13-16

Rappelons la formule du bin™me de Newton :

" Doy,

o (?)a“"‘li+...+b[‘

( rl1 ) est une notation pour—2+—

(" it

(a+ b" =a"+ na" b+

1. Calculez le terme qui ne dZpend pas eedans le dZveloppement déx " Xis)zs.
2. Calculez le terme qui ne dZpend pas gelans le dZveloppement del + X%)? 2" x)*.

Solution question subsidiaire ALG13-16

1. Le terme gZnZral du dZveloppement sOZcrit

28\ ogi (" 1)’
(F)= (%)
Ce terme ne dZpend pas desi 28" i = 3i, cOest-"-dire si= 7. Il vaut :
28\ ,. " 28! . 28) 27) 26) 25) 24) 23) 22
( A )( 1) =" 1) _ ) 27) 26) 25) 24) 23)

21171 7) 6) 5) 4) 3) 2) 1
=" 90) 26) 23) 22="1.1840416

2. Le terme gZnZral du dZveloppement dé + %)7 sOZcrit :

7\ /1)
i x5
Le terme gZnZral du dZveloppement q&" x)*° sOZcrit :

()20

En e"ectuant le produit, on obtient des termes indZpendantde x si et seulement Si
] =5i aveci =0...7etj =0...10. Les di"Zrentes possibilitZs sont les suivantes :

soisec (1) (B
=125 <7)(1o)210..5(,, 1= 710) 9) 8) 7) 6.

1 5 5) 4) 3) 2) 1
=" 49) 36) 32
i=2,j =10 ( (;)(ig)zﬂ’"m(" 1) = 7)76=21

9



Finalement, le terme indZpendant de& sOZcrit :

219" (49) 36) 32)+21 =" 55403

10



Algebre - Analyse Groupe D Mercredi 3 juillet 2013
Question ALG13.20

RZsoudre

2In®x+In x2=In?x °

Solution Question ALG13.20

#
2In®x +1In x2=lq2x 5
*  2In¥x+In x2=( 5Inx)?
*  2In®x" 5In°x+In x2=0

PosonsY =1In x

( 2Y3" 5Y2+42Y =0
*  Y(@Y2?" 5Y +2)=0

=25 " 44=9
5+ 3

Vig= == =1/2 et2

( YY" 2)(Y" 1U2)=0

Les solutions sont donc :

( x={1,e;e"?}

11



Question ANA13.5

Calculez les intZgrales suivantes :

/1+2X" 3x2
X" X

_/ In x dx
X(1" In?x)

Solution Question ANA13.5

Pour calculerl, nous remarquons que :

1+2x" 3 _ (1" x)3x+1) _ (3x+1) _ 1 2
x" x3  x(1" x)(1+x) x(T+x) x x+1
dOo- :

— 2
+Xdx—ln(|x|(x+1) Y+ A AS$+

I_/1+2x" 3x2 / / 2
B 1
Pour J, on procede au changement de variableu =

In X
3 In x
J = /x(l" In? x) /(1" u2

En posantv=1" u? onadv =" 2udu, dOo*

u 1 [dv 1
———du = "Z | —=In ———+B
/(1" u?) u 2 Y, 1" u?|

= In;+B, B $+

V1" In?x|

12



Algebre - Analyse  Groupe E Jeudi 4 juillet 2013
Question ALG13.08

Une bibliothZcaire souhaite acheter des livres de deux typex livres de physique ~ 10
euros ety livres dOalgebre ~ 5 euros.

Elle souhaite :

P acheter au moins six livres dOalgebre ;

P acheter au moins deux fois plus de livres de physique queidee$ dOalgebre ;

P ne pas dZpenser plus de 200 euros.

On demande de rZsoudre graphiquement le probleme, cOediré-de reprZsenter IOensemble
des solutions(x, y) possibles.
RZpondez en particulier aux questions suivantes :

1. si on dZcide dOacheter 21 livres, quelles sont les di'téepossibilitZs dOachat ?
2. si on dZcide dOacheter 25 livres, quelles sont les di'téepossibilitZs dOachat ?
3. quel est le nombre maximum de livres pouvant etre achetZs ?

Solution ALG13.08

Posons :
¥ X, le nombre de livres de physique;
¥ y, le nombre de livres dOalgsbre.

Les contraintes peuvent alors sOexprimer par :

¥Cl:y#6

¥ C2:x# 2

¥ C3:10x+5y & 200" 2x+ vy & 40

Les di"Zrentes solutions possiblesk(et y entiers!) sont pointZes sur la bgure 1 (cf. les
symboles 000).

En particulier :

1. Cas o+ on dZcide dDacheter 21 livres.

Cette situation conduit " la contrainte x + y =21 ' Le tracZ de cette contrainte
sur le graphique donne les solutions suivantes :

XxX=14 ety=7
oux=15ety=6

2. Cas o0° on veut acheter 25 livres.

Cette situation conduit ~ la contrainte x + y =25 ' Le tracZ de cette contrainte
sur le graphique montre quOil nOest pas possible de respeet contrainte sup-
plZmentaire.

13



Figure 1 B Solutions admissibles

3. Le nombre maximum de livres qui peuvent stre achetZs est @& (16 livres de
physique et 8 livres dDalgebre)

14



Question ANA13.21

ConsidZrons

D le rectangle dZPni par les poin@(0,0), A(0,1), B(1,#) et C(0,#);

b le point! (3,1);

P la fonctiong(x) = ax? + bx+ c passant par les pointO et ! et prZsentant une pente
Zgale "2 au point ! .

DZterminez les coordonnZes du poil® de sorte que la courbey(x) divise le rectangle
OABC en deux parties dOaires Zgales.

Solution question ANA13.21

g(x)

S1

S2

Figure 2 D ReprZsentation graphique du probleme

1) Obtenir les paramstres dZPnissarg(x).

15



Ona:

g0)=0 * <c¢=0

3, ., 3\?
g(zr) =1 a <Z) +

!3 — ' 3 —
g(Z)—Z 2a<Z)+b—2

En utilisant (1) et (2), on obtient a = g etb=

wIin

( g(x) = gx*+ 3x

2) DZterminer#, |IQabscisse des poirBset C.
On peut Zcrire :

Aire de S2 =
/g(x)dx+/ ldx = —/ 1dx
0 ! 2 0
8x3 2x2]: o3y 1
{53*57]()*1(# z) = ¥
3 2
#_(8GIA° 2B/HTN . 3,7
2 \9 3 "3 2 4 8

16

1 ~ .
> de |Oaire du rectangl®ABC

(1)

(2)
3)



Algebre - Analyse  Groupe F Jeudi 4 juillet 2013

Question ALG13.15
On donne 10Zquation du™ degrZ suivante :

x4+ x3" 42+ x+1=0 (4)

1) Diviser (4) par x? et montrer quOen posarnt = x + i on peut ramener la rZsolution
de (4) " la rZsolution dOune Zquation du second degrZ eny.

2) Rechercher toutes les solutions de 10Zquation (4).

Solution ALG13.15

1) Divisons (4) parx? (on supposex = 0 ; x = 0 nOest pas solution de (4))

1 1

X+ X" 4+ =+ =0 5
e (5)
On observe que

2 —
X2

(5) devient

y2" 2+y" 4=0"' y*+y" 6=0

RZsoudre (4) revient donc "~ rZsoudre

y
y?+y" 6

+
X |

(6)

in
O x

2) On rZsoud le systeme (6)

y'+y" 6=0 "' y= ————

X| P

Xy =x2+1' x*" xy+1=0 (7)



Siy =2, (4) devient

x2" 2x+1=0 ' (x" 1*=0( x=1 (racine double)
Siy="3, (4) devient

" +'T
x?+3x+1=0 xzw( ingi

( Solutions de (1)= [1," 3

I+
NI
oy

18



Question ANA13.19

DZterminer IOexpression la plus simple dOune fonctionepp@ssZdant un zZro en= 1 et
une asymptote verticale erx = " 3. En faire une reprZsentation sommaire.
Faire de meme, pour une fonction impaire.

Solution question ANA13.19

Pour le premier cas, on a que

(x" D(x+1)
(x" 3)(x+3)

f(x)=

gui possede une asymptote horizontale ep=1.
Pour le deuxieme cas, on a que

x(x" 1)(x+1)

T00= L yx+3)

qui possede une asymptote oblique ep= Xx.

La dZrivZe premisre permet de trouver une approximation da Iposition des extrema, en
cherchant les racines de&*" 26x°+9=0,i.e.x>=13+ 4 10.Sion prend 10- 3.15
onax?=25.60ux?=0.4. Etdonc,x-+ 5oux-+ 0.6.

On peut dZterminer la position du point dOinRBexion sans igér la dZrvZe seconde. Il est
Zvidemment enx = 0.
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UMONS FacultZ Polytechnique _
Examen dOadmission 2012 : questions dOanalyse

Question sZrie A (ANA12.1)

Etudiez la fonction

y@)= b —2 (a>0)

(a?! x2)2

et faites-en une reprZsentation graphique soignZe.

Question sZrie B (ANA12.12)

Soit la fonction rZelle
f(z) = min (|z! 2|,2%+ 8z +16)

Calculez IOintZgrale dZbnie suivante

" 10
f(x) dzx
0

11

Question sZrie C (ANA12.9)

Un coureur electue une course de 20 km avec une vitesse consgasur les dix premiers
kilomstres et une vitesse dZcroissante exponentiellemestr le reste de la distance. La
vitesse v(z) (= est la distance parcourue) sOexprime de la manisre suivagies unitZs

utilisZes sont le km pour les distances et le km/h pour la visse) :

v(z) =10 pour0" z" 10
110

v(z) =10 ¢ R pour10< z" 20

On demande de calculer la fonctiony, (z), dZbnie comme la vitesse moyenne electuZe par
le coureur sur les 2 km prZcZdents. Pour dZmarrer votre cdlaxprimez le fait quevn (2)
est Zgale " la moyenne de(z") entre z = z! 2et z = z, cOest-"-dire :

z

v(z)dz
2

um(2) =

NI =

z!



Question sZrie D (ANA12.18) sans solution
b Etudiez la fonction 3
flx) = Zx4+ 22! 322

et faites-en une reprZsentation graphique soignZe.
b Utilisez IQanalyse prZcZdente pour Ztudier IQexistenesigne des racines de 10Zqua-
tion :

§x4+x3! 322! m=0

0* m est un parametre qui peut prendre nOimporte quelle valeurefi.

Question sZrie E (ANA12.20)

Soit la fonction f(z) = (a + z) €* aveca, un parametre rZel tel quea > O.
1. Etudiez f(z) et faites en une reprZsentation soignZe.

2. Ecrivez I0ensemble des poiffts y) oe la fonction peut avoir un extremum lorsque
le parametre a varie.

Question sZrie F (ANA12.23)

Etudiez la fonction 1+In(|22)
+1In
f(z) = T)

et donnez-en une reprZsentation graphique soignZe.

Question sZrie B2 (ANA12.13)

Etudiez la fonction
y(x) = r+ 6! 1/x

et faites-en une reprZsentation graphique soignZe.



Solution analyse sZrie A (ANA12.1)
Domaine de dZPnition : 22! a®>#0 $ 1 %R{ a,a}

ParitZ :  y(z) est une fonction paire ((z) = y(! z)), on peut dZlimiter IOZtude dans
IOintervallg]0, a[&]a, +' [

Limites
im y(z) = + (asymptote verticale)
x# a
lim y(x) = +'
x# a*
Lir+n$ y(x) = 0 (asymptote horizontale)
X

Racines : La fonction y(z) est toujours positive dans IQintervalle de dZpnition.

DZrivZe premisre

b Siz < a, y(z) = =+

a2l x2
ol
y@)=1 (2! 122 (a?! 2?)2
b Siz > a, y(x) = ﬁ
. I 2¢
Ii;noy"(:c) =0 (extremum N pente horizontale)
X
lim y'(x) = +°
x# al
lim y'(z) = "
x#lfrg’f y (:13)
x;I#IrPSB y(x) =0
x ‘ 0 a +'
y(x)‘O + % /g 0



DZrivZe seconde
b Siz < aq,

2 812 622 + 2a?
y () = 2 ne T 72 N: (.2 2)3
(a?! 2x2) (a?! x2) (a?! x2)

b Siz > a,

12 812 622 + 2a?
y (@)= et Tz s - 21 23
(221 a?) (22! a?) (22! a?)

En rZcapitulatif,

T 0 a +'
y(@) [0 + %/ I 0
y'(x) | &+ / 0
WD |2 &+ )z O

y(x)

Figure 1 B TracZ de la fonction



Solution analyse sZrie B (ANA12.12)

En reprZsentant les courbes! 2| et z2+8+16, nous remarquons des valeurs particulisres
pour z, cOest-"-dire : -7,-2 et 2.

11 T T T T T
N x-2] ——
\\ XN2+8x+16
9t \\ 7
\\\\ |
\ /
\\\ //
Y,
\\ /
\\\ //
\ ; /
4 + \\ // _
\. /
\\ //
N/
0 1 1 ] L \\' /
-10 -7 -4 -2 0 2 10

La fonction f(z) peut donc sOZcrire comme suit :

$
% 2! = 1 10" z"1 7
% 248416 17" g1 2
f(x)_%Z!:c 12" 2" 2
! 2 2" " 10

Nous calculons ensuite 1OntZgrale.



10 17 12 2 10

flx) doe = 2! xdr+ 2 +8z+16 dr+ 2! xdr+ x! 2dx
I 10 I 10 17 12 2
( .I‘Z)!7 (.TS )!2 ( 562)2 (.’172 )10
= 2r! = o+ —+42°+16x + 2! = o+ 1
2 110 3 17 2 12 2 2
77 56 91
= (! =+70)+(! =+ =)+(2+6)+(30+2)
2 3 3
_ 499
-6

Solution analyse sZrie C (AN12.9)

La fonction v(z) est reprZsentZe ci-dessous.

11
10
gk
8k
7k
=
€ 6f
=,
=5
>
4t
3k
2k
1k
0 L L
0 5 10 15 20
z [km]

La fonction vy, (2) est dZpbnie entrex = 2 et z = 20. Abn de la calculer, trois cas sont
considZrer :

1.2<2" 10

Dans ce cas : e
m(2) = = 10d: =10
2 z! 2



2.10<z" 12

Dans ce cas :
1" 10 . 1" zZ .
vm(2) = = 10d: + = 10¢ “= d>
2 z! 2 10
|zt 10
=5(10! z+2)+*5 * (! ZO)Le' L P

z! 10

=60! 521 100 ¢ ‘=1 1
*

p z! 10

=60! 52+100 1! ¢ =




3.12<z" 20

Dans ce cas :

1 “ |z 10 "
um(2) = 5 10e¢ "= dz
z! 2

z'1 10

=5 (1,20l “BE,, |
=1100 ¢ @ | ¢ o
* +
p z! 10

=100¢ @ ew ! 1

La fonction vy, (t) est reprZsentZe ci-dessous (il nOest pas demandZ aux esditd |a
dessiner). Rappelons quen,(z) nOest pas dZPnie entre= 0 et z = 2.

11
10f+
gl
sl
va
< 6
£ s
al
3l
2l
1k
0O t"> l‘O 1‘5 20
z [km]

Solution analyse sZrie E (AN12.20)

1.
f(@)=(a+ z)e

Domaine: R
ParitZ : f(z) nOest ni paire ni impaire.

Racines: une racine enx = ! a.



‘ ' a

fl@)y|- 0 +

Signe Le tableau de signe est le suivant :
Asymptotes verticales: pas dOasymptote verticale.

Asymptotes obliques:

+
lim J@) im 2L ex =+
x#+$ I x# +$ x
+
lim ﬂ= im 27 %ex=0
X#1$ x x#1$ x
f(x) ne prZsente pas dOasymptote oblique.
Asymptotes horizontales:
i = i + X =13 = i
x;lillgsn f(SC) xl’#!fg] (CL x)e ke 0 x;lfr*l!g1
: 1
= lm =0
x#$ e X

f(z) possede une asymptote horizontale ep= 0.
DZrivZe:
f(x)= e(a+1+ x)

Le tableau de signe est prZsentZ ci-dessous :

'l a

f@]- o0 +

DZrivZe seconde

f(z)= (a+2+ 2)

Le tableau de signe est prZsentZ ci-dessous :

| 12l a
f@f- o0+




Tableau Pnal

‘ 12! a 1! a la
& R
[@ - - -0+ o+ s
f(z) | - 0 + + + o+ o+

Graphe (a = 35

0.6

0.4r

0.2r

f(x)

10.2

fla)= X1+ a+ )

Cette fonction sOannule en=! 1! ¢ et
flz=111 g)=1¢12

LOensemble des points, y) oe la fonction peut avoir un extremum lorsque le para-
metre o varie sOZcrit don@ 1! a,! ' ¥ 3).

Solution analyse sZrie F (ANA 12.23)

Domaine La fonction est dZPnie pour tout: # 0
ParitZ La fonction est impaire : f(! z) = ! f(x) On peut donc 1OZtudier seulement pour
x rZel positif. Sur ce domaine on peut rZZcrire la fonction ehamdonnant la valeur

absolue :
1+In(2x)

fwy= =220
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Asymptotes

Asymptote verticale  limyy o f(z)= %=1

LOaxe des est donc une asymptote verticale.

Asymptote horizontale

lim f(z)= — = lim % =0 (en appliquant la regle de IOHospital)

x# +$ ! X# +$

LOaxe des est donc une asymptote horizontale.
DZrivZe premisre

w1 In(22)
f(z)= o2
La dZrivZe sOannulle pour=1/2.
DZrivZe seconde 1+ 21n(22)
1 1+2InQ2x
f(x) = o3

La dZrivZe seconde sOannulle pt@x) = 1 /2, cOest-"-dire pour: = 1e¥2 + 0.82

Tableau de signes

r 2 ; 2€?
flx) |! 0 + 1 + + 4+
f() |+ + + O Lol
() |V 1V 1 | | 0 +

croiss.| ( ( ( Max ) ) )
conc. | , , , , InB. -

Graphe A faire!

Solution analyse sZrie B2 (ANA12.13)
Domaine de dZPnition : v#0 $ 12 %R{0}

ParitZ :  pas de paritZ

Racines : Une racine dey(z) appara’t lorsquez + ¢! ¥* = 0 ou! z = € ¥* (aux
alentours de! 1.76).

11



Limites

Iirg y(x) = +' (asymptote verticalex = 0)
x# 0
lim y(z) = 0
x# 0+
Lign y(x) = (pas dOasymptote horizontale)
X#!
lim$ y(x) = +' (pas dOasymptote horizontale)
X# +

X#1$ €T

x#+$

: | — ; Pl —
AP W@t =l =1

lim ¢ ¥ =1
X# +$

i |
Jim (y(2) ! 2)
|l existe une asymptote obliquey = =+ 1 lorquOon tend vers I0inbni (en et! ).

DZrivZe premisre

I 1/x

y(r) =1+ —
A
qui est toujours positive.
lim y'(z) = 1
Jim, y ()
En elet,
et X I VT
lim — = lm ——=—
x# 0t T x# 0+ et +
i | 273 | 20t 4+
= |im = lim = —
x# 0+ relX  xior el +'
: I 22! 2 . 2
= lim 1 = lim X 0
i 0r SzelX  xaor el

12



DZrivZe seconde

| ]
_ Xize' 1/x :EZ! 2re 1/x _ (1! 2:E)€! 1/x

y () - o

Lorsquez = 1 /2, la dZrivZe seconde sOannule

y (x)=0
x| 0 12+
y (z) | + + 0 -
En rZcapitulatif,
z | 0 1/2 +
y () 1+ S/, 0+ + + 1
y (x) + + 0 !
y(@) [ (4 "%/ 4 + 064 ( +
PI ’
5
a4t
3k
— 2k
S
=
1k
0 7/
11
12
5

Figure 2 B TracZ de la fonction
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UMONS Faculté Polytechnique

Examen d’admission 2012
Questions d’algébre avec solutions

Question sZrie A (ALG12.14)

ComplZtez |Qexpression suivante en remplasant les polidsi par IQexpression appro-
priZe, fournissant ainsi une formule permettant de dZcomger x° + y°® en facteurs. Expli-
guez le raisonnement qui vous conduit ~ cette formule.

x>+ y’ = (x+y)...)

Peut-on obtenir une formule analogue pour dZcomposet + y" quel que soitn ? Si oui,
justibez. Si non, prZcisez pour quels cOest possible et pour queatsea ne I0est pas et
justibez.

Question sZrie B (ALG12.3)

Soit p(x) = mx2! 2x! 4m! 1 m< 0
a) DZmontrez que les deux racines, et x, de p(x) sont toujours rZelles.
b) Pour quelles valeurs dan a-t-onx; <! 1< 1<x,7?

Question sZrie C (AL12-4)

RZsoudre I0Zquation suivante { R) :
!

1+ x4 x2=x!11

Question sZrie D (ALG12.5)

b RZsoudre TR
log;(2x) ! logs 1+ x $1

Question sZrie E (AL12-6)

RZsoudre 10Zquation suivante :
log, a+In a=log, a

0e X est la variable eta un parametre (x " R,a" R). Discuter en fonction dea.



Question sZrie F (ALG12.11)

Soit le systeme dOZquations linZaires

$

% 2x + my = 0

& X + mz = m
mx + 3y + 32z = m

Pour quelle(s) valeur(s) du parametre rZemn, IQinZquation suivante liant les solutions du
systeme est-elle vZribZe
X+y+z%l1

Question sZrie B2 (ALG12.1) : Le lisvre et la tortue revisitZ

Deux taupes se disputent une partie de course dans le sol. Paller dOun poiniX vers
un point Y (situZ ~ meme hauteur), la premiere propose dQaller en ligmoite dans la
couche de sol superbcielle. De par la nature de cette couchesdl, sa vitesse dOavancement
est dZbnie parvas. La seconde taupe, propose un dZplacement plus complexe st
Ztapes :

1. Creuser en profondeur jusqu®” atteindre une seconde beude sol favorable (sa
vitesse est identique ~ celle de la premiere taupe); son traj est ainsi inclinZ dOun
angle! .

2. Longer IQinterface entre deux couches, lui permettarm‘dz("hcer " une vitesse&/g > Va
(sol meuble).

3. Remonter vers le pointY, dOun meme anglé avec une vitesse/,.

Sachant que la profondeur de la premisre couche dst quelle serait la distancel entre
les pointsX et Y pour que les deux taupes arrivent en meme temps ? Comment deite
L pour que la seconde taupe arrive la premiere ?

L >
L
X o Va A
Va
I h
|
I
couche B o Ve O



Solution sZrie A (ALG12.14)

(1) La premiere solution qui vient " IQesprit est la suivante

P(xy)=(x>+y’) =(x+ y)Q(X,y)

o* Q(X,y) est une somme de puissances entieres xiet y.

La division deP par (x + y) donne :

ty

+y5 X4 !X3y +X2y2 !Xy3 +y4

x5 +y® | x
x5 +xty
I xty
I xty 1 x3y?
X0y +yo
+x3y? +x2yP
I x2y3 +y°
I x2y3 1 xy?
+xyt +y°
+xyt +y°
0

Une alternative serait dOutiliser la regle de Horner, en ajguant la division par (x + a)

ora=y

x5 xt x3 x2 xt xP|ty=la
1 0 O 0 0 vy’
coef.deQ 1 'y +y2 ly3 +y* 0
(2) Peut-on Ztablir une formule du type
(x" +y")=(x+y)...)

pour tout n?

Pour que (x" + y") soit divisible par (x + y), il faut que (! y,y) satisfasse

Soit

si n est impair.

P('y,y)=0

(ty)'+y"=0



Solution Question sZrie B (ALG12.3)

a) Le rZalisant dep(x) vaut
=16 m*+4m+4

Le rZalisant de ce trin™me vaut -240 : les racines!desont donc deux complexes
conjuguZes et est donc toujours positif quel que soitn. p(x) admet donc 2 racines
rZelles quel que soiMn.

b) Le produit et la somme des racines de(x) valent

dm + 1
P=X1X2=!

S=X1+X2=—
m

Pour m "]! 1/4,0[, nous avons queP > 0 et S < 0 et les deux racines sont
nZgatives. Ces valeurs de sont donc ~ exclure.

Pour m = ! 1/4, nous avons qué® = 0. Cette valeur dem est donc " exclure.

Pour m < ! 1/4, nous avons queim?+ m+1= m@m+1)+1 > 1, ce qui nous
donne

. #
1+ dm2+ m+1 1! 4dm2+ m+1
X1 = m <0 X2 = m >0

VZribons la conditionx; < ! 1

#_
1+ 4m2+ m+1 A
- <!1 ou dm2+ m+1>Im! 1

VZribons maintenant la conditionx, > 1

#_
1! M2+ m+1
m

#_
>1 ou M2+ m+1>1m+1

La condition la plus contraignante est
#

M2+ m+1>!m+1>0
Cette condition est Zquivalente "

m(m+1) >0

Les valeurs possibles poun sont donc :m < ! 1.

Solution Question sZrie C (AL12.4)
R
1+ x4l x2=x!1

Conditions dDexistence




X' x29%0
2 2 #
x* x*!1'1 %0

& X%letx$! 1

2. #
1+ x*! x2%0
Cette inZgalitZ est toujours vraie.
3.
x! 1%0
X%1

Au bPnal : x % 1.

RZsolution
H#_
1+#x4! x2=(x! 1) =x2+11 2
x4l x2=x21 2x = x(x! 2)
x(x! 2)%0six™ ,0]([2) .l convient donc dOajouter la condition dOexistences 2.

Nous pouvons ensuite Zcrire :

xP x2= x2(x! 2= x? x?+4 1 4x
x4 xZ=xt+4x21 4x3

 4x* +5x* =0

x?(1 4x+5)=0

Les solutions de IOZquation prZcZdente Skia 0 et x = 2. En tenant compte de la

condition dOexistence % 2, I0Zquation 1+ x*! x2 = x! 1 ne possesde pas de solution.

Solution Question sZrie E (AL12.6)

Les conditions suivantes doivent stre remplies :
a>0

X" Rg\{l,g}



LOZquation peut sOZcrire :

Ina Ina
—+Ilna= —
In x In ax
1 1
_+1= -
In x In ax

aveclna * 0, cOest-"-direa = 1. Sia = 1, IOensemble des solutions &&f \{ 1}. En
multipliant par InaxInx, nous pouvons Zcrire :

Inax+In axlInx =1In x
Ina+Inx+(Ina+Inx)Inx =In x
IN?x +In alnx+Ina=0

En posantX =In x, on obtient :
X?+InaX +Ina=0

Le discriminant vaut ! =In *a! 4Ina. En posantY = In a, on obtient I0Zquation =
Y21 4Y dont les racines sontY =0 etY =4.Y =0 est "~ rejeter puisquelna = 0.
DilZrents cas sont " considZrer :

1. SiY =1Ina= 4, cOest-"-direa = €*, I0Zquation eX devient X2+4X +4 =0.
Celle-ci possede une solution donnZe pa = In x = 52 = 1 2. x vaut donc € 2.

Cette solution est bien dilZrente de: = € . Elle nOest donc pas " rejeter.
2. SiY = Ina "]0,4[ cOest-"-dire poum "]1,€e'[, ! < 0 et IOZquation nOa pas de

solution.
3.SiY=Ina™ ,0[(]4) ,cOest--dire poun"10,1[(]e*,) ,! > 0etIOZquation en

X possede deux solutions donnZes par :

_!l'lnat In%*a! 4lIna
2
| lnat In2al 4Ina

X=e 2

Ces solutions sont ~ prendre en compte si elles sont dilZrexst deé.



Solution Question sZrie F (ALG 12.11)

2 m O
| = 1 0 mk=t!t6m! m@B! m?)=m(m! 3)(m+3)
m 3 3
L0 m 0§
Ly = km 0 mk=! m@Bm! m?)=m?*(m! 3)
X X
m 3 3
L2 0 0§
Iy = k1 m m§{=2@m! m*)=1!2m(m! 3)
m m 3
2 m O
I, = k1 0 mi=!6m! m(m! m*)= m(m! 3)(m+2)
m 3 m
Discussion
¥m=0 $
% 2X =0
X =0
& 3y+37 = 0
Ontire:x=0;y="1 z
LOensemble des solutions §¢0,!, ! 1);! " R}.
Ces solutions ne vZribent pas 10inZgakitZy + z % 1 puisquex+y+z=111 =0.
¥m=3 $
% 2X+3y =0
& X+3z = 3
X+3y+3z = 3
La troisieme unation est redondante. Des deux premisresndire :
12X X
== =1! 2,
y= 73> Z 3
LOensemble des solutions est
2! !
L — 11 =)l " R}
{(7 3 1 3)’ }
Ces solutions vZribent IOinZgalX y + z % 1 puisquex + y+ z = 1.
¥m=13 $
% 2x! 3y = 0
x! 3z = 13
'3x+3y+3z = '3

7



En multipliant par ! 1 les deux premisres Zquations et en les additionnant, on ob-
tient : ! 3x + 3y + 3z = 3, ce qui est incompatible avec la troisisme Zquation. Le
systeme nOa donc pas de solution dans ce cas.

¥m=0,3!3
Dans le cas gZnZral, les solutions sont :
y = m y:!2_ Z:m+2
m+3’ m+3’ m+3’
On a donc
x+y+z=m! 2+m+2= 2m
m+ 3 m + 3

LOinZguation impose quét: % 1, dOo- IOon tire la condition :

2m! m! 3 _m! 3
m+3  m+3
LOZtude du signe de cette expression nous dit que cette daiest remplie si et
seulement sim < ! 3oum > 3 Qa valeur m = 3 est exclue ici car nous sommes
dans le cas o*m est supposZ dilZrent dé, 3,! 3).

%0

Conclusion  En rassemblant les dilfZrents cas, nous avons que 10inZoprex + y+ z % 1
est satisfaite pourm < ! 3etm % 3.

Solution Question sZrie B2 (ALG12.1)

Soit t; le temps parcouru par la premisre taupe :
L L
tl = _1 -
Va Va
Soit t, le temps parcouru par la seconde taupe :
L# LS L*_ a* LS
—+ —+ — = —+ —

t2:
Va Vg Va Va VB
avec
L#= D
cos!
L¥ =L! 2htan!
Donc,
- - L! 2htan!
2T Va VB

Les deux taupes arrivent en meme temps lorsqug = t; pour une longueurL = L,
dOos :

cos!

Va Va VB

Lo _ ZL+ Lo! 2htan!



P La longueur recherchZe vaut donc :

_ 2h(vg 1! vatan!)

cos!
0=

Vg ! Vvjp

(siL>L g, la seconde taupe arrive la premiere).
b Les deux taupes arrivent en meme temps lorsqtie= t, pour une profondeuth = h,.
La profondeur recherchZe vaut donc :

_ (vg ! va)L
2(VB ﬁ I vy tan! )

(si h <hy, la seconde taupe arrive la premiere).



UMONS FacultZ Polytechnique

Examen_dOadmission 2011
Questions dOalgebre avec solutions

Question sZrie A (ALG11.7)

Deux bateaux partant des rives opposZes dOun lac avancem @rs |Qautre. lls se
croisent une premiere fois " IQinstart ~ 1400 m dOune des deux rives. lls continuent leur
route jusquO” la rive opposZe et font chacun immZdiatemeseina-tour, repartant en sens
opposZ. Quand ils se croisent pour la seconde fois " IQirtstarils se trouvent ~ 600 m de
|Oautre rive. On suppose que chaque bateau se meut ~ vitessestante, mais les vitesses
des bateaux sont dilZrentes. Quelle est la largedr du lac ?

t t

|

A
| |
| |
! !
! !
| |
|

: : (B]

Question sZrie B (ALG11.10)

Soit IGZquation
(m! 6)x?! (m! 3)x+2m! 11=0

DZterminezm de manisre ~ ce que les racines; et x, de cette Zquation vZriPent

Xo< 0<x1< 4

Question sZrie C (ALG11.22)

Soit une surfaceS dZlimitZe par les courbep(x),q(x) et IOaxe des abscisses (voir
Pgure) :
. Y = p(x) est une droite passant par IOorigin&(0, 0) et le point C
« ¥ = g(x) est une parabole passant par les poinB(!, 0) et C; on sait de plus que
B est le sommet de cette parabole
. le point C, point commun aux courbesy = p(x) ety = (x), se situe sur la courbe
y = f(x) =sin x, pour x "]0,! [.



DZterminezp(x) et g(x) en fonction de la position du pointC.

1+ C.--—--.
p

0.8
0.6 1 ,
/
/
o4+ /P(X)
/

0.2+ \

| | | | |
t t t t t t
A 0.5 1 1.5 2 2.5 3 B

Question sZrie D (ALG11.6)
Soit ¢, un nombre complexe solution de I0Zquation suivante :
Z2+"z+1=0

o " est une constante. Soit, la partie rZelle dec.

Ecrivez" en fonction dea sachant que, dans le plan complexe,appartient au cercle de
rayon 1 centrZ " I0origine (cercle unitZ).

Question auxiliaire (ALG11.20) sans solution

En attendant le train dans la gare, un Ztudiant choisit deux ombresa et b tels que
O<ac< b < 1. Ensuite, il calcule les cin~q nombres suivantsa+ b,aab,a! b,b! aet .
LOZtudiant est surpris de constater quOil y a deux paires deores identiques parmi ces
cing nombres.

Que valent les nombres et b choisis par I0Ztudiant ?

Question sZrie E (ALG11.9) sans solution

DZterminez le polyn™me de degrZ minimal qui passe par lesitpc0,1),(1,-1),(2,1) et
(3,-1).

Question sZrie A2 (ALG11.12) sans solution

DZterminez les valeurs d& comprises entre 0 et qui vZriPent

2simtx +6sin’x! sinx! 3=0.



Solution question sZrie A (ALG 11.7)

Soientva et vg les vitesses des bateauk et B, respectivement. Sit est IOinstant oe
les deux bateaux se croisent pour la premiere fois, les distaes parcourues par chacun
dOeux sont respectivement :

va # t = 1400m ; vg #t=L! 1400n

Lorsque les bateaux se croisent de nouveau, " |Oinsttpils ont parcouru respectivement
les distance suivantes :

vpa # t'= L +600m ; vg#t=L+L! 600M

En faisant le quotient des distance's parcourues " 1Qinstanet ~ I0instantt' on obtient :
o ve — 2L" 600

VA L +600
ve — L" 1400
VA 1400

2L! 600 _ L ! 1400

L+600 1400
(2L ! 600)1400 = L ! 1400)L + 600)

2800 ! 600# 1400=L2! 80QL ! 600# 1400
L2! 3600 =0
L(L! 3600)=0
Par consZquentL = 0 (impossible) ouL = 3600 m.

Solution question sZrie B (ALG 11.10)

De x, < 0< X 1, nous tirons que le produit des racines est nZgatif, dOoe tandition :
2m! 11
- T«
m! 6
Cas a): m! 6> 0. Il faut alors 2m! 11< 0, dDo'm > 6etm < 11/ 2 : impossible.
Cas b): m! 6< 0. Il faut alors 2m! 11> 0, dDo+11/2<m< 6.
Sim < 6, le coe"cient de x? est nZgatif et la parabole a sa concavitZ vers le bas. La
fonction f (x) =(m! 6)x?! (m! 3)x+2m! 11est donc positive dans IOintervalle,, x;[
et nZgative en dehors de cet intervalle. Le point = 4 sera donc en dehors de IOQintervalle
des racines si et seulement §(4) < 0. Il reste ~ exploiter cette condition :

0 (1)

f(4)= 16(m! 6)! 4(m! 3)+2m! 11
= 14m! 96+ 12! 11
= 14m! 95

Il faut donc que 14m! 95< 0dOom< £ $ 6.78,
La condition bnale que doit vZribem est doncll/2<m < 6.



Solution question sZrie C (ALG11.22)

Soit " 10abscisse du poii, la surfaceS est la somme de deux surfac®, et S, :

S= S]_ + 82
avec
S, = p(x)dx
..0"
S, = g(x) dx .

Pour la premiere fonction, on a :

p(x) = ax aveca=

Pour la seconde fonction, elle est relative ~ une parabole ggant par les point(!, 0) et
“.f (") :

S

a(x) = m(x I 1)?

(IGastuce ici est de considZrer qog) est de la former(x! s)? au lieu de la forme habi-
tuelle ax? + bx+ ¢).

Les aires recherchZes valent donc :

! | ] # HoT] 2$| HR T T "
" sin sin" x sin -
S = —XxdX= —/—— = ——=sin" <
IIO 2 % 2 2
_ " sin" , o osint o (x! 13T st
Au Pnal,
" sin" sin"
: mn _+ - ! ! mn : - mn +2! .
S=sin" 3 3 ( ) 5 ( )



Solution question sZrie D (ALG11.6)

Soit c= a+ ib. Puisquec est solution de I0Zquation :
(a+ib)?+ "(a+ib)+1=0

Des lors :

I 11 (a+ ib)?
a+ ib
=1 a+ib! (a+ ib)
al ib

"=l @ b b @rb

. alib .
=1 a2+b2! (a+ ib)

Puisquec appartient au cercle de rayon 1a? + I? = 1 et I0Zquation prZcZdente devient :
" =1 (al ib)! (a+ ib)

et on obtient Pnalement :
"=12a



UMONS FacultZ Polytechnique

Examen_dOadmission 2011
Questions dOanalyse avec solutions

Question sZrie A (ANA11.3)

Etudiez la fonction %
f(x)= x+ x2! 1

et faites-en une reprZsentation graphique soignZe

Question sZrie B (AN11.13)

Deux robots sentinelles se dZplacent pZriodiqguement surx@s perpendiculaires (du
Nord au Sud et dOEst en Ouest). Les deux axes sont de meme lengy?2l) et se coupent
en leur milieu.

Pour simpliber les dZplacements, il a ZtZ convenu que lodga des robots se trouve
au milieu, I0autre doit «tre ~ IOune des extrZmitZs de son.axe

OR1
l

Sachant que les vitesses des robots sont identiques et cansts & v), ~ quel moment
sont-ils les plus proches et ~ quelle distance IOun de 1Gs®itr

Sachant que la vitessesr = 3 km/h, identibez la valeur minimale del pour que les
robots ne soient jamais ~ moins de 5m IOun de IQautre.

Question sZrie C (AN11.11)

Etudiez la fonction %
f(x)=x x2! 1

et faites-en une reprZsentation graphique soignZe



Question sZrie D (AN11.15)

Etudiez la fonction

= | +
f(x)=|x! 2 X1 1]

et faites-en une reprZsentation graphique soignZe.

Question sZrie E (AN11.5) sans solution

Soit une surfaceS dZlimitZe par les courbep(x), g(x) et IQaxe des abscisses (voir Pgure) :
. le point C, point commun aux courbesy = p(x) ety = q(x), est le point de
coordonnZeg", sin(")) avec" "10,![.
. Y = p(x) est une droite passant par IQorigirf(0, 0) et le point C

¥ = q(x) = §oz(x ! 1)2 est une parabole passant par les poinB(!, 0) et C et
dont le sommet estB.
o C.-m7 -,
0.8 / \\
0.6 T \f\(X)
) 9
0.2 /// \\

| | | | |
A 0.5 1 1.5 2 2.5 3 B

Calculez la surfaceS et dZterminez la valeur de IQabscissalu point C dans IQintervalle
1/ 2,3/ 4] pour laquelle cette surface est maximale.

Question sZrie A2 (AN11.8) sans solution

Etudiez la fonction :
In(x)
X2+2x+4
et faites en une reprZsentation graphique soignZe. Le chide la dZrivZe seconde nOest
pas demandZ.

f(x) =

Aide :  Pour vous aider ~ dZterminer les zZros de la dZrivZe premjs& bgure ci-dessous
reprZsente les fonctions;(x) et f,(x) telles que :

f1(x) =1In x

X2+ 2x+4
f = —
2(X) X(x + 1)

Les deux courbes se croisent en=4,0363



Solution question sZrie A (AN 11.3)

1. Domaine :x?! 1&0 "' x(! louxé&1
dom(f)=1!) ! 1]* [1,+) [
2. ParitZ : ni paire, ni impaire
9 R/ J— : .
3. ZZros x =1 x2! ldoncx?= x?! 1:impossible

4. Asymptotes
b AH:
limyy +5 f(X)=+)
limyes f(x)=1) +)
Pour lever cette indZtermination, on Zcrit :

% % 2 2
f(x):(X+ (XZ!(%)(X! (x?! 1)): xé/ax +1 _ %1
(x! (x2! 1) x!I (x2!'1) x! (x2! 1)
dOodlim,xs f(x)=0".On alOasymptote horizontalg = O lorsquex tend vers
n .
b AO: % %
liMmuss " =limyus 1+ X" 2=20limyg f(X)! X =liMmgs | x+ X1=0
(voir calcul de IOAH).
On a doncy = 2x comme asymptote oblique pouk ' +) .
b ”mx#i 1f (X) =1
5. DZrivZef'
1
FlX)=1+ %o 2x=1+ %or
2 xj/! 1 x2! 1
~ ~ (0
ZZrosdef ' 1 %X —=11dOosx=1! x2! letx*= x*! 1, ce qui estimpossible.

Tableau de signe dé ' :



X | 11| | +1 |
o (T |7+ |+
6. DZrivZef " :
Qo
’ X211 %2 x21 11 X2 11
P (x) = x21 1 - (x2! 1)32 - (x2! 1)32
ZZros def " : toujours nZgative
7. Tableau de signe :
X [ t1] |+
Fo) [T (117 ¥
fix) |t [+) |+

8. Graphe (" faire)

Solution question sZrie B (AN 11.13)

Convenons quO” IOinstant O le robot R1 soit au Nord et le robotR2 au centre. A un
instant t, R1 se trouve en0,|! vt et le robot R2, en (vt,0), o v est la vitesse commune
des deux robots. Ces positions sont correctes lorsoueest infZrieur ~ |. Le carrZ de la
distanced? entre les deux robots est

D+ d?= V24 (11 vt)?
= 121 2lvt + 2v%t?

d est minimum siD est minimum (cad & 0. On a :
D'(t)=! 2lv +4v?t

DOo,D'(t) = ! 2lv +4v? et D'(t) = 0 ssitd = 2% = L. |l sOagit bien dOun minimum
puisqueD (t) est une parabole ~ concavitZ tournZe vers le bas. On a donaneoe position

des robots assurant la distance minimale,
R1(t%)=(0,/2) et R2@t%=(!1/20).

On a encore : %
% _

dity= "~ (122+(1/2)2= 72|.

) %_ %_
Siv=3km/h et dyn =5mM, Ipin =  2.dwin =5 2mM




Solution question sZrie C (AN11.11)

Domaine de dZbnition : X2 1>0 , x"]1Y) U1 [L) [
ParitZ :  y(x) est une fonction impaire, on peut dZlimiter I0Ztude dansi@walle [1,) |
Limites

I,i”f. y(x)=0" (pas dOasymptote)

: a Do YX) ~
x#ltlrp$ yx)=+) ; X#Itlrpﬂs - +) (pas dOasymptote)

Racines : x = *1 dans IOintervalldg1,) [. La fonction y(x) est donc positive dans ce
meme intervalle.

DZrivZe premisre

. p( — 1 21 1)+ x2 21 1
y(x)= x2! 1+x%—2x= (X%LX = Ogox

2 x211 x21 1 x21 1
Il appara’t que les racines du numZrateur ne se trouvent paard [Ointervallgl,) [.
x |1 +)
yx) [+

La fonction y'(x) est Zgalement positive, la pente dg(x) I0est Zgalement.

! : 211 ,
lim y'(x) = lim Q(il=+) ,  tangente verticale

x# 1! x# 1! X2 1

DZrivZe seconde

(0
) = A X210 (20 D ax(x?! 1)1 x(2x2! 1)
Y= (XTI ) 2l 192
4x31 4x) 1 23+ X)
(X2! 1)3/2
2x31 3x
(XZ! 1)3/2
2X(x21 3/2)
(X2| 1)3/2

%__
|1 3/2 +)

X
y') | ! 0 +

10



En rZcapitulatif,

Les c}oordonnZes du (pomt dOinRexion est(: 3/2) =

vaut y'( 3/2) = ﬁ:

%___
1 32 +)
+) + + + + )
! 0 +
0 2 I r +)
%___ %_(

0,

. Yo
Point intZressant ~ tracer :y(2) =2 4! 1= 32

32

y(x)

Figure 1 B TracZ de la fonction

Solution question sZrie D (AN11.15)

Domaine de dZpPnition : IN{ 12}
ParitZ :  aucune paritZ.
Racines :  aucune racine. La fonction est strictement positive.

11

Slw |

La pente



Valeurs particulieres : 1/2et 2 En 2, lafonction vautf (2)=1/3

x_| | V2| | 2 |
f (x) HZ! X+ i | +) ‘2! X+ 545 | U3 | x! 2+ =15
DZrivZe premisre
x_| | V2] 2]
f!(x)‘!1+ﬁ ‘!uﬁ 1!ﬁ
DZrivZe seconde
x| | V2] | 2]
FH) || Tz ‘ ! T ‘ ‘ ! T

Recherche des asymptotes
¥ asymptote verticale : enx = 1/2.
¥ asymptote horizontale : il y en a pas.
¥ asymptote oblique :enl) ,y=2! x;en+) ,y=x! 2

En rZcapitulatif,

1" %EZ)
X ) 5 12 2 +)
(%) ! 0 + (nd) | al; "
f'x)| + + + + (ind.) + + +
f(x) | +) O min - 3 |+$ 0 1/3 - +)
A.O. non dZrivable A.O.
%_ ) %,*

Points intZressants 252 $! 02;f L2 $29;f(2)= 1.

12



Figure 2 B TracZ de la fonction

13
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Question 1 (ALG10.14)

Resoudre Iéguation suivante, pourz complexe
Z2
il z

A quelle conditionf (z) = % est-il un imaginaire pur?

Solution

P Condition dDexistence de la solution i
P z = 0 est solution.
b Si on suppose = 0, on peut simpliber parz, ce qui donne:
z
1= —
il z

dOa’I0on tire:

P Les solutions sont donz =0 et z = 'E

f(z) = % est un imaginaire pur si la partie selle de la fonction est nulle.
Soit z= a+ ib. Cela donne:
z2 _ a! PP+2iab
"M@= 72 rar o

_ (22! P +2iab)(! al! i(1! b)

C (fa+i(1! b)(!a! i(d! b)
_la@+ P! 20+ i(! a?b! B! a2+ bY)
B a2+ (1! b2




La partie reelle def (z) est nulle sia(a?+ ! 2b) = 0. LOensemble des points
du plan complexe etibant cette condition est la exunion de I0axe imaginaire
pur a = 0 et du cercle de rayon 1 cengeni (equation:a?+ (b! 1)? = 1),
le point z = i exclu. Cet ensemble est repgent«sur la Pgure ci-dessous.

Question 1 Bis (r« eserve) (ALG10.08)

Resoudre Ié‘quation suivante en sachant que ses racineg X, et x3 forment
une progression gametrique (X, = X1 et Xz = X1r? avecr reel):

Ly Ly L

120 7720 216

Solution
Il vient:
(X! x)(x! x)(x! x3)=0

(x! x)(x! Xir)(x! x1r?)=0
X3 (Xar?+ xqr + x)x2+ (x5r3+ x2r2+ x2r)x ! x3r3=0



On identibe les coelcients et on a:

1 1
Px3r3=1 —=1 =
1 216 63
7
P Xr?!l xqr! xy=1 —
1 1 1 12
7
2,3 2,2 2y —
X5r° 4+ X5r°+ X5r = —
1 1 1 72
On a donc:
X_l
L7 6

rZ r

1
—+ —+ — =
or or or 12
r peut donc valoir 2 oui. Dans les 2 cas, les trois racines valerl; 1 et ..

Question 2 (ANA10.13)

Etudiez la fonction suivante:

el 2
f = x!
) =x! 57
Solution
b Domaine dd (x) : x # R
b Racines de la fonction:
g1 €12 — x(e+])! et+2
ToeX+l eX+1 .
Donc,x(e*+1)! e+2=00u € =! %21 LOanalyse de cette fonction

montre quOil existe une racine site«entre -2 et 1.
b Remarqgue: on peut mettre la fonction sous la formee(x) = x! 1+ ex?;l
b Asymptotes
b Asymptote verticale: mant
b Asymptote horizontale:
IMmy w2 f(X)=+3$ etlimyy f(xX)=1$
Il nOy a donc pas dOasymptote horizontale
b Asymptote oblique:
y=mx+pavecm = limy +x "X etp=limy 4 f(x)! mx.

3



On a donc pour IOasymptote oblique en$+:

N H 1 3 —
m=limy 4,4 1! ;+m—1

— i 3 —
p=limy ppyx! 1+ 537! x=11

La premiere asymptote oblique a poueguation:
AO.en+$:y=x! 1
On a ensuite pour IOasymptote oblique ¢

. H 1 3 —
m = I|mx"!# 1! ;+ X(@ 1) =1
p=limey x! 1+ 271 x=2

La seconde asymptote oblique a powguation:
AO.enl$ y=x+2

b Derivee premére:

— 1 3eX  _ eXX+2eX+1! 3e* _ el X+l
f$(x) =1+ (ex+1)2 (ex+1)? T (e 2

f {x) ne sOannule pa# et f {x) > 0 %, la fonction est donc toujours
croissante.

b Drrivee seconde:
fOQ() — (221 eX)(e*+1) 21 (e2*! eX+1)2( e +1) e

(e+1) %

fO) = Etemtei s feien e
Sy — 3e2X1 3eX . 3eX(eX! 1)
fOé()_ (eex+1)3 = (&+)3

fOk) =0 si e! 1=0.La derivee seconde sOannuleer 0. Il y a
donc un point dOinRexion.

La valeur de la fonctionf (x) en ce point vautf (x) = % La racine de
la fonction sera donc comprise entré 2 et 0.

P Tableau des variations:

-2 0
f %) +++ +++  +++ A +++
f Ok) N N N N 0  +++ +++
f(x) |AO.&y=x+2 ' ' 0 P.1. ' AO.&y=x!1
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Question 1 (AN10-11)

Soit I0Zquation :
! 1
x31 9x! m x21' 1 =0

0* m est un parametre rZel. Montrez que cette Zquation
a trois solutions rZelles quelle que soit la valeurrdeen
Ztudiant les variations de la fonction :

x31 9x

x21 1

y=1t(x)=

Question 2 (AL10-18)

Vous dZsirez construire une piscine chau!Ze. De manisre

" Zviter les pertes thermiques avec le sol, vous dZcidez de
placer un isolant sur chacune des parois (aussi bien les
murs que le sol). Si la hauteur intZrieure de la piscine est
bxZe " 2m et que le volume utilisZ de IOisolant est de84 m
quelle sera la longueur intZrieure de la piscine si celle-ci
vaut le double de la largeur ? LOZpaisseur de IQisolant est
de 1m.
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Solutions
Question 1 (AN10-11)

f (x) est la fonction obtenue en isolant le paramstrem de IOZquation. Des lors,
les solutions de 10Zquation sont les abscisses des pointteagraphe de la fonction
— 2%l 9z

y = f(x) = %z coupe IOhorizontalg = m. Il faut donc montrer que le graphe
de f (x) coupe exactement trois fois toute horizontale.

Domaine
xt1
x=11

On peut supposer quex = *1 car ces valeurs ne sont jamais solutions de
IOZquation.

Racines
x31 9x=0# x=0 ou x%! 9=0

Les racines def (x) sont doncx =0,3,! 3.

Asymptotes verticales

o ox31 ox _ 18,
:Inl"leZ! 1 OO
#
_ox319x
JA——— |
az!'lml* x21 1 '$
. ox31oo9x
- =4
a:!'mirl.]! x21 1 $
. ox31 9x _ 8
x'l'!ml x21 1 C}OO
#
o x319x
JAE———— |
x"!“mr x21 1 '$
ox31oox
LT
# Asymptotes verticales enx = £ 1.
Asymptotes horizontales
_ox31 9x
wnllrp# 1 =+$
3
im Lo g
ol x2 1
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# 1l nOy a pas dDasymptote horizontale.

DZrivZe
3x21 9)(x2! 1)! 2x(x3! 9x
£%x) = ( ) ()(2!)1)2 ( )
_ x4 +6x2+9
(21 1)2
_ (x*+3)?
(x21 4)?

# La pente def (x) est toujours positive.

En conclusion
¥ La fonction est continue sur!$ ,! 1[, ]! 1,1[et]1,+$ [.
¥ f (x) prend toutes les valeurs rZelles sur chacun des ces interis.
¥ La pente est positive partout.

# Le graphe def (x) coupe exactement trois fois toute horizontale.
# LOZquationk®! 9x! m(x?! 1) =0 a trois solutions rZelles quelle que soit
la valeur de m.

f(x)

120 -

130 -

140 !
115 110 15 0

Question 2 (AL10-18)

DonnZes

Volume de IQisolant ¥V = 84 m3
Epaisseur de IOisolante=1m
Hauteur intZrieure de la piscine :h =2 m
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ReprZsentation graphique

A
ie <— lIsolant
v
3 |
T
K
2X : : 2X
A4 v
A
e
\4
Vue de haut Vue de profil
RZsolution
V=(2x+2e)e(x+2e)+2(2x +2e)eh+ 2hex
=2ex?+(4€+2e’ +4eh+2eh)x +4e* +4¢€’h
=2x?+18x+12=84
#
2x2+18x! 72=0
x2+9x! 36=0
I = 225 et les solutions de IOZquation sont = 3 et x = ! 12. La derniere

solution est ~ rejeter. Des lors, la largeur de la piscine estde trois metres et sa
longueur de 6 metres.
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ALGO09.15

Resoudre et discuter Ie|sys’éme dOequations :

X +2my +(2m! 1)z =2m+1
4 3X +2y +2mz =3
@2m! 1)x +2my +@2m+1)z =2m! 1
Solution
En eliminant x entre &2) et (1) et entre (3) et (1), on trouve :
2(1! 3m)y +@3 ! 4m)z =1!6m
dm(m! 1)y ! 2m@2m! 3)z =! 2m@2m! 1)
Sim %0, on peut simpliber la dernére relation, ce qui donne :
21! 3m)y +(3! 4m)z =! 6m
2m! 1)y +@2m! 3)z =(2m! 1)

Ces deux equations sont corrgpatibles sile determionant

%(1! 3m) (3! 4m)§é:!

est dilerent de zero :

| w
B(m1 1) (2m1 3)% ' Am(m! 2)=0
m=0 et 2
0, 0,
?! 6m 3! 4m)$
_ 1€2m! 1) (2m! 3)8_ | 4m?+8m +3
o " or | Im(m! 2)
(2! 3m) I 6m f
,_%mi Y em! D% m+1
- " ~ 2m(m! 2)
et:
X« = I2m+1
" 2m(m! 2)
m=0
Le syseéme dOequations devient :I
"X lz =1
# 33X +2y =3
I X +z =11
dont la solution est : $
= |
o Zaii x#R
2
m=2
Le syseéme dOequations devient : |
" X +4y +3z =5
4 X +2y +4z =
3x +4y +5z =3
qui est equivalenta : I
X +4y +3z =5
g ¥ tzo=
2y +z 3

ce qui est impossible.



ANAO09.7

Determineza et b pour que :
X2+ ax+ b
X
avecb > 0, ait un maximum (local) egala 2 et un minimum (local) egala 6.

f(x) =

Solution

Il faut supposer quex = 0. On recherche les valeurs de x qui annulent la derivee de.

x(2x + a)! (x2+ ax+ b)

f'(x)= <2
x?1 b
Tableau de signe def * :
$_ $_
x| ! b 0 b
)|+ 0 - [ - 0 +

=
f(x) [% max & / & min %

$_
Pour que la valeur def en son maximum local! b soit 2, il faut que :

$_
|
b! |a tE))+b:2
dOai : $_
2 bl a=12

$_
Pour que la valeur def en son minimum local b soit 6, il faut que :
b+ $B+ b
CAl Ty
b
dOai : $_
2 b+a=6
Des equations precedentes, on deduit aisement :
$_
4 b=4"' b=1caronasuppose >0

$_
a=2+2 b' a=4
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Question 1 (ANA09.02)

Un designer conioit une nouvelle carafe. Il sOagit dOun volume de revolution engendre par la
rotation de la courbex =4 —y + % sin(l.y ) autour de lIOaxe vertical.
Representez la courbe generatrice de cette carafe, et calculez le volume ainsi debni pour
y € [0, 2].
Remarque. Formule pour le calcul dOun volume de revolution engendre par la rotation dOun
arc de courbe dOequation= f (x), x € [a,1] autour de IOaxe horizontaDx :
' b
V=1 f2(x)dx

a

Adaptez la formule au cas al IQarc de courbe tourne autour de I0a3g.
Solution

. #
V= 4—y+ —.sin(lly) dy
0. 2

1%, #

=1 16 +y2 + %.sinz(!.y) —8y+4sin(ly) —ysin(l.y) dy

P, 1, ! 1, #

2
=1 (16 —8y + y2)dy+4  sin(l.y )dy + %1 sin’(Ly )Jdy —  y.sin(L.y )dy
.0 0 0 0

. , #
cosl.y N 1y B sin(l.y ).cos(.y) N y.cos(!.y) B sin(l.y )

2. Y
:!"16y—4y +§—4. i %& 8 ! 2 .

8 4 2 2 4
SR S - R

| 16+ -+ 2+
3 4

227
=2+ —! ~ 61428
12 S

8.1, 2
!



car

!
y.sin(l.y )dy = y. _ COIS(!'y ) _ _ COIS(!-y )dy

_ y_—co;s(!.y) N sin!(!z.y).

! !
sin(Ly )dy = 7sm(!.y);cos(!.y) +  co(ly)dy

_sin(!.y ): cos(.y) N !

' 1 —sin’(ly )dy

_ _sin(!-y);COS@-Y) +y—  sin(Ly)dy

1y B sin(!-.y ).cos(.y ).

2 2.

Question 2 (ALG09.05)

Vous faites une descente de la Lesse en kayak et vous avez pique-nigue sur la berge a midi.
Vous reprenez la descentea 13h. LOesprit un peu engourdi par la digestion, ce nOest quOapr@s 2
kilométres de descente que vous vous apercevez que vous avez oublie votre appareil photo sur
la berge al vous avez mange. Vous decidez de remonter en pagayanta contre-courant pour
recuperer votre appareil. Vous atteignez votre lieu de pique-nique & 17h, soit 4h apes IQavoir
quitte. Heureusement, |Qappareil est toujours A.

Calculez votre vitesse moyenne par rapporta IOeau si on suppose que :
b la vitesse du courant est de 2km/h
b votre vitesse par rapporta IOeau est la méme que vous ramiez dans le sens du courant
ou a contre-courant.

Solution

La vitesse moyenne par rapporta IQeau est notee La vitesse par rapporta la berge est
doncv + 2 (km/h) dans le sens du courant et v — 2 (km/h) a contre-courant.

Temps de descente 32,

Temps de remontee ﬁ

Ona: %+ % =4

Resolvons cette equation pour trouvew :

2(v+2)+2(v—2)=4(v?— 16)
4v =4v? — 16
AV? —v—4)=0
On trouve :
_1+V17
2
On a doncv ~ 2.56 km/h; la deux@me solution de IOequation esta rejeter car negative.



ANAO09.10

Etudiez la fonction :
f(x)= x?(Inx —2)
Solution

D Domaine def (x) : 0 <x< +o0.
b Assymptote verticale :

lim f() = fim X2
x! 0+ x! 0+ X
. X"t
=M e
. x2
"2
=0

Il nOexiste pas dOA.V. erf 0
b Assymptote horizontale :
Ilirp# f(x)=+
X!

Il nOexiste pas dOA.H.
b Assymptote obliquey = mx + p:

m= lim m

= lim x(nx—-2)=+ o0
x! +# X x! +#

Il nGexiste pas dOA.O.
b Zeros dd (x) :
lim f(x)=0
x! 0* ()
f(x)=0enx=e~74
b Derivee premére :
f%x)= x(2Inx —3)
lim f¥x)=0
x! 0*
Elle sOannule pour = €2 ~ 4.5.

P Derivee seconde :
fOk)=2(n x —1)

Elle sOannule pour ex = e~ 2.7.
b Tableau synthetique

0 e &2 e
o0 - - - 0 + + +
fOl - - 0 + + + + +
fIN N N N\ mn ~ 0
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ALG09.4

Comment partager un carre en deux rectangles dont le plus petit peut sinserer dans le plygand

avec chacun de ses sommets places sur chacun des cotes du plus grand ?

Soit le carreABCD et EF le segment paraleleaAB qui partage le carre en deux rectangleABFE et
CDEF (Pbg. a). On suppose par convention que le plus petit des deux rectangles ésBF E . On souhaite
obtenir la bgure (b) dans laquelleABFE sinsere dansCDGH qui est un rectangleidentiquea CDEF .

On choisira dOexprimer le probEme en fonction des variables= |AE | et ! = AEG. La longueur du

cote du carreABCD est egalea 1.

A

B
X
. 2 = X
E
D C

(@)

Solution

G A H
E

B
D F_C

(b)

On exprime aisement queGA + AH =1 et que GE + ED =1 —x. Il vient donc le syséme :

xsin!  +lcos! =1
xcos! +1sin! =1 -—X
En eliminant x de ces deux equations, on a :
1 - cos! . 1 — cos!
——cos! +sin! =1 — ———
sin! sin!
cos! —cog! +sin®!  sin! — 1+ cos!
sin! - sin!
sin?! —cog! —sin! +1 0o
sin! -
2sir?! — sin! o
sin! -
sin! = }
2

Donc,! = 5. Onax =2 —+/3etle coteGD = /3 1.



ANAO09.16

Etudiez la fonction : 1 "

ool
f (x) = sin Eex

et faites-en une representation soignee pow! [" 5;2].
On trouvera ci-apies le graphe de la fonctionz = In t.

3 T T T T T T T T T T T T T T T

b =
[
rrrrrrrrTrr T T T T T T T T T T T T T T T T

0 | | | | | | | |

I 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1

Remarque : ne pas calculer la derivee seconde.

Solution
Domaine : Le domaine def (x) estR.f(0)=1et " 1# f(x) # +1
Parite : La fonction nOest ni paire, ni impaire, ni periodique.

Asymptote verticale :
Asymptote horizontale

aucune
1 oui car :
lim f(x)=0
X 1"# ( )

I I
5 16 17

18 1

I
9

Zeros :

!| ) |
0 =sin Ee" $ 'Eex: kI $ x=In(2k) aveck=1,23...

k=1$% x1=In(2) %0.7
k=23% x,=In(4) %14
k=3% x3=1In(6) %1.8
k=4$% x4=In8) %21
Derivee premére : | ! "
f¥(x) = 5ex cos Eex

La derivee sOannule en :
, u

| | |
0 = cos Eex $ 'Eexz(2k+1)'§$ x=In2k+1)avec k=0,1,2,...



k=0$ xo=In(1)=0.0%
k=1$% x1=In(3) %11%
k=2$ X2=In(5) %1.6%
k=3$ x3=In(7) %1.9%

max
min
max
min

Remarque : les zeros de la derivee correspondent evidemment aux abscisses pesguellesf (x) =

+1.
Tableau recapitulatif

X
f¥(x)

f(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

10.2

10.4

10.6

0.8

11
15



ALG09.6

Recherchez les solutions x et y du systeme suivant :

# _ .
Q+i)x +2y =1"
X "y =i

al i2 = " 1. Notez quex et y peuvent @tre des nombres complexes.

Solution
On garde la premére equation et on remplace la seconde par la premee multipliee pa plus la
seconde multipliee par 2; on a : #
(L+i)x +2y =1"1
(i+1)x =1+3i

En multipliant la seconde equation par 1" i, on obtient successivement :

@+Na" Hx=@a" H@Aa+3i)
2X=4+2i
X=2+ i

En injectant la valeur de x dans la premire quation on trouve :

2y=1"1i" A+i)2+1)
2y=1"i" 1" 3i
y="2
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