Fonctions cyclometriques

oy les fonctions reciproques des fonctions trigonometriques

’ r

i. DEFINITIONS EY EXEMPLES

1.i. La foaction « arcsinus »

Dans les problémes de trigonométrie, il est courant de se poser des questions telles que « de

quels réels Y5 est-il le sinus ? » .
I1 faut alors résoudre I’équation sinx =2, ce qui donne une infinité de solutions :

x=T vk 2m oou x=" k2w (kEZ).

La raison en est que la fonction « sinus » n’est pas une injectionde R dans [-1,1].
Si nous voulons lui attribuer une fonction réciproque, nous devons d’abord la restreindre a un
intervalle bien choisi pour qu’elle soit injective.

Nous pouvons choisir la restriction de « sinus » a Pintervalle [-m/2,7/2] car elle y est
strictement croissante et donc injective.

Sa fonction réciproque s’appelle « arc sinus » et nous noterons f~'(x) = arcsinx .

injection
sin : [—g,g] - [-L1] : x = f(x)=sinx

injection
arcsin: [-1,1] — [—g,g] : x = f'(x)=arcsinx

. 1 1 T
Par exemple, arcsin /2= o car — € [—— —] .

6 272
Et bien sir, écrire arcsin Y2 = 5—” est tout a fait faux car 5—” ¢ —E,E !
6 6 22
V xE[-1,1] : y=arcsinx < x=siny et yE [—g,g]
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Représentation graphique

Quelques valeurs :

arcsin0=0

3 x
arcsin — = —
2 3

) T
arcsinl = —
2

arcsin (-1) = —%

) ( 311) T
arcsin| sin— | = —
4) 4

i.2. la foaction « arccosiays »

Tout comme « sinus » , la fonction « cosinus » n’est pas une injectionde R dans [-1,1].

<N

Nous pouvons choisir la restriction de « cosinus » a I’intervalle [O,n:] car elle y est

strictement décroissante et donc injective.

Sa fonction réciproque s’appelle « arc cosinus » et nous noterons f~'(x) = arccos x .

injection

cos: [0,7] — [-1,1] : x = f(x)=sinx

injection

arccos: [-1,1] — [0,7] : x = f7'(x)=arcsinx

Exemple : arccos /2 = % car cos%=% et %E [O,n:] (et non —% car —%% [O,n:] 1.

V xe [—1,1] D y=arccosx < x=cosy et yE [O,n:]
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Représentation graphique

Quelques valeurs :

ﬂ —
arccos 0 = E y = arccos x

arccos1=0

arccos (— 1) =7

JT JT
arcCos | CoSf —— || = —
( ( 2 )) 2

x

—mm----------9 o

i.3. La foaction « arctangente »

Une fois encore ... la fonction « tangente » n’est pas une injection de son domaine dans R
(rappelons que domtan= R\ {xER | x= x/2+ka (kEZ)}).

N

v

“337/2 -n 2

=N
N

- 3172 T

Afin de déterminer une fonction réciproque, restreignons la fonction « tangente » a
I’intervalle ]— 7/2, m/ 2[ . En effet, elle y est strictement croissante et donc injective.
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La fonction réciproque s appelle « arc tangente » et nous noterons f~'(x) = arctanx .

T T injection
tan: |-—, — — R :x — f(x)=tanx
2 2
injection T T 4
arctan: R — 507 :x = f(x)=arctanx
T T T T 7 S S
Exemple : arctan | = — car tan—=1 et — € [-—, = | (etnon — car — & [O,n:] 1.
4 4 4 2 2 4 4
T 7
V xER : y=arctanx < x=tany et yE }—5,5
Représentation graphique
: AHZEV=E
_________________________________ ;I_________________________________
: y = arctan x
I Xy
7 6 5 4 , 5 6 7

Quelques valeurs :

3 T
arctan0=0 arctan — = — arctan —\/5 =——
3 6 ( ) 3

arctan 3 = 1,249 arctan (tan(%)) -

_y . o T
Remarque : la restriction de la fonction « tangente » a I’intervalle }—5 Y [ admet deux

. T T .
asymptotes verticales AV, =x = 5 et AV,=x= 7 La fonction « arctan » admet donc

deux asymptotes horizontales AH, =y = —g et AH,=y= g .
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2. DERIvEES DES FONCTIONS CYCLOMETRIQUES
2.i. Derivee de la foaction « arcsin »

Premicre méthode : utiliser la formule de dérivation d’une fonction réciproque.

Nous avons f(x)=sinx (etdonc f'(x)=cosx ) et f'(x)=arcsin x.
o
£ )

1
/' (arcsinx)

(£ @

1
cos (arcsin x)

_ 1 )
\/l — sin’(arcsin x)

= ; @

Deuxiéme méthode

Si nous posons d’abord g(x) = arcsin x , d’apres la définition, nous avons :
sin g(x)=x .
Dérivons cette égalité membre & membre :

1 R 1
cosg(x). g'(x)=1 = g'(x)=——— — (arcsinx) =———  etc.
cos g(x) cos (arcsin x)

Le calcul se termine de la méme fagon que pour la premic¢re méthode avec la conclusion

N 1
(arcsmx) = ——
1-x2
2.2. Derivee de la foaction « arcecos »
: -1
(arccosx) = —
1-x?

Exercice : démontrez cette formule en utilisant I’une des deux méthodes précédentes (veillez
a bien justifier le choix du signe).

1 . .
M gy effet, cos’x+sin’x=1 etdonc cosx==+/1-sin’x .
Comme arcsinx € [ - /2, /2], son cosinus est positif et nous trouvons donc cos(arcsin x) =+4/1-sin’x .

@ g effet, sin (arcsinx )=x et donc sin’(arcsinx ) =x>.
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2.3. Derivee de la foaction « arctan »

Premicre méthode : utiliser la formule de dérivation d’une fonction réciproque.

Nous avons f(x) =tanx (etdonc f'(x)=1+tan’x) @) et f(x)=arctan x .
o
£ )

1
/' (arctan.x)

(7 @

1
1+ tan*(arctan x)

_ I
1+ x2

Deuxiéme méthode

Si nous posons d’abord g(x) = arctan x , d’apres la définition, nous avons :
tan g(x) =x .
Dérivons cette égalité membre & membre :

1 ' 1

(1+tan® g()). g'(x) =1 = g'(x)= — (arctanx) =

1+ tan’ g(x) 1+ tan’ (arctan x)

Le calcul se termine de la méme fagon que pour la premic¢re méthode avec la conclusion

!

(arctanx) =

1+ x?

3 p e . .
S La dérivée de la fonction tangente est aussi connue sous la forme (tan x), =

cos” x
" : . sinx  cos’x+sin’x 1
La forme utilisée ci-dessus est équivalente car 14+ tan’x =1+ = = .
a X 2 2 2
cos” x cos” x cos” x

@ En effet, tan(arctan x) =x et donc tan’(arctanx)=x".
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Exercices

1. Donnez les valeurs exactes de ...

d) arcsin 1
2

)
a) arcsin|—-—
2

arctan 1

-
arccos | ——
2

b) arccos (— %) e)

c) arctan+/3 f)

2. Résolvez les équations suivantes, d’inconnue x .

a)  arcsin (cos%) =x d) arctan (2x)= —%

b)  arccos (2x)=—% e)  arccos (sinx)=

ol

(. 7J‘L’)
c)  arccos sm? =X

f)  arctan (\/§ - x) = %

3. Sans calculatrice, déterminez la valeur exacte de chacune des expressions suivantes.

.3 .4
a) arcsin— + arcsin —
5 5

b) arc:tanl + arc:tanl
2 3

4. Calculez (sans calculatrice évidemment ... ) a) arcsin (Cos 15°)

b) arccos (sin 325°)

5. Déterminez le domaine de définition et la fonction dérivée premiére de chacune des
fonctions suivantes.

a)  f(x)=arcsin (Zx) d) f(x)=arccos (3x + n’)
b)  f(x)=arccos (% - 2x) e) f(x)=arccosVx’ +1
¢)  f(x)=arcsin (7 - 3x) f)  f(x)=arctan (x + 1)2

6. Démontrezque V x € [-1,1]:

. I
arcsmx + arcCosx = — .
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7. Déterminez le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes et tracez leur
graphique.

a)  f(x)= sin(arcsin x)

b) f(x)= arcsin(sin x)

8. FEtudiez complétement la fonction suivante (domaine de définition, asymptotes,
variations, concavités, etc) et tracez son graphique :

V})_

f(x) =arcsin (2
1+

9. Démontrez les identités suivantes.

a) Vxe]-1,1]: tan(alrcsinx)=L
1-x*
b) V x € R: sin (arctanx)=L
1+ x?
. -1 2
c) Vxe[l,to: arcsm(x )=arccos ﬁ
x+1 x+1
. . 1 =#n
10. Démontrez que arcsin — + arctan — = — .
5 3 4
11. Résolvez les équations suivantes d’inconnue X .
T
a) arctanx + arctany/3 = 7
3
b) arccosx =arctan 1
1
¢) arctan(x-1) + arctan —— = arctan x
x+1
12. Calculez les limites suivantes.
arctan x . 1
a) lim —— d) lim arctan —
x>0 arcsinx x—>1 x-1
by  lim CACRIXZX e Ry ¢) lim arctan
x>0 kx —arcsinx T
3 X—=—
3
o) lim arctanx — x

x=0 x —arcsinx
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13. Retrouvez le graphique de chacune des fonctions suivantes. Justifiez.

a)

b)

c)

d)

f(x) =arccos |x|

g(x) = arcsin l
by
h(x) = l arccos X
2 4

. 1
i(x)=arctan —
X

e) j(x)=arcsin |x|

f)

g)

X
k(x) = arcsin —
(x) 4

[(x) = arccos ig
e

0

N L

= -2 -1 0 1 2 3 4
-Tm/2

y y
"/2. \Tﬂz.
' 0 ' ' O "\l
-4 3 2 0 1 2 3 4 x -4 0 1 2
-1/2 | -T1/2 |

2

2

/2
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