A propos de dérivabilité et de continuité

Rappels
. Une fonction f est continue en a si et seulement si lim f(x) = f(a) .
. Une fonction f est dérivable en a si et seulement si son nombre dérivé en a existe.
NPT : x)- f(a .
C’est-a-dire si  f'(a) = hmM existe.
x>a X -a
. Propriété : une fonction dérivable en a est continue en a .

Questions posées a ’'UCL

5. Etudiez la dérivabilité a I’origine de la fonction f(x)=x- |\| .

9. Soit une fonction f:R-—>R . Définissons la fonction g:R—R par g(x)=x"f(x) .
Démontrez que si f est continue au point 0, alors g est dérivable en ce point et donnez g'(0) .

14. Soit f une fonction continue telle que lirr(} F ()
X ‘x

=0 . Démontrez que f(0)=0.

15. Vrai ou faux ? Justifiez.
a) Une fonction peut étre continue mais non dérivable en un point.
b) Si deux fonctions ont la méme dérivée, elles sont égales.

¢) Siune fonction paire est dérivable, sa dérivée est aussi paire.

Solutions au verso
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Solutions

5.  1Ils’agitde savoirsi f'(0) existe.

x{

7'0) =i = 1O o 30

=lim—— =lim |x|
X - =0 x-0 =0 x x>0

La fonction est bien dérivable en 0 est sa dérivée y est nulle (tangente horizontale).

Remarque : les examinateurs devraient aussi accepter la réponse suivante.

—x> si x=0

x> si x=0

-x si x=<0
Sachant que |x| =
X

_ la fonction peut aussi s’écrire  f(x) =
si x=0

. -2x si x=0 )
Etdonc f'(x)= ) ce qui confirme f'(0)=0 .
2x si x=0

9. ¢(0)=lim¥H =8O _j ¥ S0-0_ xf()

x-0 =0 x-0 x—’O

= lim f(x) = £(0)

En effet, comme f est continue en 0, f(0) existe et donc g(0)=0.f(0)=0.

Ensuite liné f(x)=f(0) car f estcontinueen 0.

Conclusion : g est dérivableen 0 et g'(0)= f(0) .
14. Si f estcontinueen O : lirrg f(x)=f() avec f(0)ER.

Si hmf( )—O ,alors que lim x =0, cela signifie que 11m f(x)=0 aussi

x=0 x x—0

f()

(sinon, nous aurions lim~——+

x—0

==+ ). Et donc, par hypothése, f(0)=0.

15. a) Vrai. L’exemple classique est celuide f(x)= |x| :

Elle est continue en 0 mais elle n’y est pas dérivable car son nombre dérivé a gauche
vaut - 1 tandis que son nombre dérivé a droite vaut 1 .

b)  Faux. Les fonctions f(x)=x" et g(x)=x"+1 sont différentes, mais elles ont la
méme fonction dérivée f'(x)=g'(x)=2x .

c¢) Faux.
La fonction f(x)=x" est paire, mais sa fonction dérivée f'(x)=2x est impaire.
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