Epreuve POL
Analyse - Géométrie dans lespace - Suites et séries - Nombres
complexes
5 questions - 4 heures

2020 Série B

1. Les figures associées A certaines questions sont illustratives et ne sont pas faites 4 Iéchelle. Cela
ne sert 4 rien de mesurer.

2. Les manuels et les calculatrices ne sont pas permis. Les lattes, rapporteurs, équerres et compas
sont autorisés.

3. Dans vos réponses, laissez des nombres comme 7, e, In2 =log, 2 =log®2,In3, ..., V2, V3, ...
sous leur forme symbolique.

Question 1 (4 points)
(a) (2 points) Démontrer a l'aide de I'intégration par parties (2 fois) que

0 n? —

I, = JE sin(n@)cos(ﬂ)dﬁ‘zf—-_L(lﬂ, Vn e N\ {1}

(b) (1 point) Calculer I, directement en utilisant une substitution (un changement de variable).

(c) (1 point) Démontrer que la formule de (a) pour n = 1 donne la méme valeur numérique
que le résultat de (b) en calculant la limite suivante

- x-sn(3)
]_lm e T
x> x2—1

Question 2 (4 points)
(a) (2 points) Si le polynéme p(x) a un double zéro x

x; = x, (multiplicité 2), alors x,

est aussi un zéro de p’ (: % =D p). Utiliser p (x) = (x — x;)° g (x) pour démontrer ce
théoreme.

(b) (1 point) Appliquer le théoréme & [équation du second degré ax”+bx+c = 0 pour prouver
qu'une condition nécessaire pour un double zéro est b* = 4ac.

(c) (1 point) Utiliser le théoréme pour trouver tous les zéros de x> + 4x% — 3x — 18 = 0, si 'un
deux est un double zéro.

Question 3 (4 points) Une forét a la forme d’un triangle ABC telle que |AB| = 2|AC] et dont
langle de sommet BAC mesure 120°. Un chemin rectiligne AM traverse la forét selon la bissec-
trice de I'angle BAC. Ce chemin a une longueur égale 4 1 kilométre.

(a) (1 point) Démontrer en utilisant la loi des sinus que |[BM| = 2|CM].

(b) (1 point) En utilisant la loi des cosinus, exprimer |BM] et [CM] en fonction de |BC].
(c) (1 point) Calculer |BC|.

(d) (1 point) A laide des résultats précédents, trouver |AC].
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Question 4 (4 points) Potr tout entier naturel n, on note A, le point dans le plan complexe qui
correspond au nombre complexe z,, défini par :

3 4B
ZG =1 et er_I = :1‘+ TI Z}“I

4

On définit la suite (r, ) par r,, = |z,| pour tout entier naturel n.

3 3
(a) (1 point) Donner la forme trigonométrique du nombre - + Ti.

(b) (1 point) Montrer que la suite (r,,) est géométrique de raison % en déduisant lexpression
de r,, en fonction de n

(o8]
(c) (1 point) Calculer ) r,.
n=0
(d) (1 point) Démontrer que le triangle OA, A, , estrectangleen A, . ;.
Question 5 (4 points) Arnaud et Tibo ont chacun deux dés & quatre faces non biaisés, les quatre
faces étant numérotées 1, 2, 3, 4. Sans regarder, Tibo essaie de deviner la somme x des nombres
figurant sur les faces inférieures des deux dés d’Arnaud aprés qu’ils aient été jetés sur une table.
-Si son pari est correct, Tibo recoit x* EUR, mais sinon il perd x EUR.

Déterminer le gain attendu de Tibo par lancer de dés d’Arnaud lorsqu’il adopte chacune des
stratégies suivantes :

(a) (1 point) Il sélectionne x au hasard dans lintervalle 2 < x < 8.
(b) (1 point) Il parie que x est la somme qu’il obtient en lancant ses deux propres dés.

(c) (2 points) Ilsuitvotre conseil et choisit toujours la méme valeur pour x. Quel chiffre conseilleriez-
vous?
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